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RESENA

En este libro en un lenguaje sencillo, sc hace una
exposicion de los clementos de la teoria de los jucgos y de
ciercos procedimientos de resolucion de juegos de matrices.
Casi no contienc demostraciones y las tesis bisicas de la
teoria s¢ ilustran con cjemplos. Para su  leclura es
suficiente el conocimiento de los clementos de la teoria de
las probabilidades y del analisis matemadtico.

El objetivo del Jibro es la divulgacion de las ideas de la
teoria de los juegos, las cuales tienen amplia utilizacion
practica en la cconomia y en el artec militar.
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§ 1. QUE ESTUDIA
LA TEORIA
DE LOS JUEGOS.
NOCIONES BASICAS

Al resolver una seric de problemas pricticos (en ¢l terieno
de la economia, del arte militar, etc) se¢ tiencn que analizar
siluaciones en las cuales estin representadas dos (o mds) partes
anlagonicas que persiguen objelivos opucstos. El resultado de cada
medida de una de las partes depende del tipe de accion
clegido por cl contrario. A cstas situaciones kas denominaremos
“situaciones de conflicto™

Se pueden dar muchisimos cjemplos de situaciones de con-
fiicto en diferentes campos priiclicos. Cualquier situacién que
surja en ¢l curso de operaciones militares perlencce a  las
situaciones de conllicto: cada una de las partes contrincanies
toma todas las medidas que tiene a su alcance para impedir
que cl contrario logre el éxito. Siluaciones de conflicto son
también aquellas que se crcan al escoger los sistemas de arma-
mente, los métodos de su empleo y, en general, al planificar
las opcraciones militares: cada una de estas decisiones debe
tomarse calculando la accién del contrincante menos ventajosa
para nosotros. En la cconomia suele haber una serie de situa-
ciones (sorbe todo, al existir la libre competencia) que pertenccen
a las llamadas de confliclo; en éstas el papel de las partes
antagénicas lo desempedan las firmas comerciales, lus empresas
industriales, ete.

La nccesidad de analizar semejantes sitvaciones hizo que
surgiera un aparato matematico especial. La teoria de los juegos,
€n esencia, no es otra cosa mds que la teoria matemdtica
de tas situaciones de conflicto. El objelivo de la teoria consiste en
la claboracion de recomendacioncs sobre la forma razonable de
las acciones de cada ung de los contrincantes cn el curso de¢ una
situacion de conflicto.

Cada siluacion de conflicto tomada directamente de la prictica
es muy compleja y su amilisis se¢ dificulta por haber muchisimos
factores sccundarios. Para hacer posible un andlisis matemdtico
de la situacion es necesario prescindir de estos factores y construir
un modelo simplificado y formalizade de la situacion. A este
modclo lo denominaremos “juego”.
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El juego se dilerencia de una situacion real de conflicto
en que se realiza a base de reglas completamente determinadas.
Desde hace mucho tiempo la humanidad emplea tales modelos
formalizados de situaciones de conflicto denominados juegos,
en el sentido estricto de la patabra. Pueden servir de ejemplo
el ajedrez, las damas, los juegos de cartas, ctc. Todos estos
Jjuegos tiencn un caracter de emulacién que transcurre de acuerdo
con reglas conocidas y termina con la “victoria™ (ganancia)
de un jugador u otro,

Tales jucgos, formalmente reglamentados y organizados de
manera artificial, constituyen el material mds adecuado para la
ilustracién y la asimilacion de las nociones fundamentales de la teoria
de los juegos. La terminologia tomada de la prictica de dichos
jucgos sc cmplea también en el andbsis de olras situaciones
de conflicto: a los que participan en cllas se les llama condicio-
nalmente “jugadores” y al resultado del encuentro, “ganancia”
de una de las partes.

En o} juego pueden chocar los intereses de dos o mds
contrincantes; en el primer caso el juege se llama “de dos
personas”; en el segundo, “de varias personas”. Los participantes
de un jucgo de varias personas pueden formar coaliciones
constantes o temporales. Cuando hay dos coalicioncs constantes
un juego de muchos se convierte en uno de dos. La mayor
importancia prictica la tienen los juegos de dos personas, aqui
nos limitaremos sélo al estudio de éstos.

Coimencemos {a exposicién de la teoria elemental de los
juegos formulando ciertas nociones bdsicas. Veamos un juego de
dos personas en cl que participan los jugadores A y B que
tienen intereses antagdénicos. Por “jucgo™ camprenderemos un acto
compuesto de una serie de acciones de los participanies 4 y B.
Para que el jucgo pueda ser somctido a un andlisis matemi-
tico, sus reglas deben de cstar cxactamente definidas.

Se cntiende por “reglas del juego” cl sistema de condiciones
que determina las posibles variantes de accion de las dos partes,
la cantidad de informacién de cada parte sobre la conducta de
la otra, la sucesion de las alternaciones de las “jugadas”
(soluciones aisladas que se toman en el curso del juego) y también
el resultado o cl fin del juego al que conduce un determinado
conjunto de jugadas. Este resultado (ganancia o pérdida) no
siempre tiene una expresién cuantitativa pero, generalmente,
estableciendo cierta escala de medidas, se puede expresar con un
nimero definido. Por ejemplo, en ¢l ajedrez puede atribuirse



9

convencionalmente a la ganancia el valor de + 1, a la pérdida
— 1, al empate 0. : >

Un juego sc llama de suma cero si tno dc los jugadores
gana lo que pierde el otro, o sea la suma de las ganancias
¢s igual a cero. En un jucgo de suma cero los intereses de
los jugadores son completamente opuestos, Aqui vamos a cstudiar
solamenie tales juegos.

En un juego de suma cero la ganancia de uno de los
jugadores es igual a la ganancia del otro con signo contrario,
es por cso evidente que al analizar tal jucgo puede examinarse
fa ganancia dc sélo uno de los jugadores. Supongamos que
éstc sea, por ejemplo, ¢l jugador A. Para mayor comodidad
a conlinuacién denominaremos conditionalmente “nosotros™ a la
parte A y “el adversario”, a la partc B.

La parte A ("nosotros”) la consideraremos siempre “la que
gana" y la parte B (“c] adversario”), “la que picrde”, Esta
condicion formal, evidentemente, no significa que al primer jugador
s¢ le dé alguna preferencia real; ficilmente se ve que todo
quede invertido al cambiar el signo de la ganancia por el
contrario.

Vamos a imaginar que cl desarrollo del juego en ¢l tiempo
se compone de una seric de clapas o “jugadas™ sucesivas. En
la teoria de los juegos se denomina jugada a la cleccion de una
dc las variantes previstas dentro de las reglas del juego. Las
jugadas pueden ser personales o de azar.

Se denomina jugada personal a la eleccion consciente por
uno de los jugadores en la situacién creada de una de las
posibles jugadas y a su realizacion.

Cualquicra de las jugadas en el ajedrez es un cjemplo
de jugada personal. Al hacer la jugada siguicnle el jugador
elige conscicntemente una de las variantes posibles de acuerdo
a la disposicion dada de las figuras en el tablero.

El conjunto dc todas las posibles variantes en cada jugada
personal estd determinado por las reglas del juego y depende
de lu totalidad de jugadas anteriores de fas dos partes.

Sc denomina jugada de azar a la eleccion que sc realiza
dentro de una seric dc posibilidades no por la decision del
jugador, sino por algin mecanismo de cleccion casual (cl Jan-
zamicnto de una moneda, los dados, la accion de barajar
y repartir las cartas, etc.). Por ciemplo la entrega de la primera
carta a uno de¢ los jugadorcs en el préférence, ¢s una jugada
de azar con 32 variantes de iguales posibilidades.
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Para que el jucgo esté matemdticamente definido, sus reglas
deberan indicar para cada jugada de azar la distribucion de las
probabilidades de las posibles salidas,

Hay juegos que pueden componerse solo dc jugadas de azar
(los Hlamados juegos de puro azar) o sélo de jugadas personales
{ajedrez, damas). La mayoria de jucgos de cartas pericnece a los
juegos de tipo mixto, que conticnen jugadas personales y de azar.

Los juegos no sélo se clasifican por el cardcter de las
jugadas (personales, de azar), sino tambi¢n por el cardcter y por
la cantidad de informacién que es uccesible a cada jugador
sobre las acciones del otro. Una clase pariicular de juegos
la componen los Ilamados “juegos con informacion perfecta™
Se denomina juege con informacion perfecta a aquel cn el que
cada jugador al hacer cada jugada personal conoce el resuliado
de todas fas jugadas anteriores, tanto las personales como las
de azar. Ejemplos dc juegos con informacion perfecta son el
ajedrez, las damas, tambitn el conocido juego de “tres “en
raya”, elc.

La mayoria de los juegos que ticnen importancia prictica
no pertenecen a la clase de juegos con informacion perfecta
puesto que la incertidumbre sobre las acciones del contrario
es gencralmente un elemento substancial en las situaciones de
conflicto. :

Una de las concepeiones bdsicas en la teoria de los juegos
es la nocién de “cslrategia”,

Llimese estrategia del jugador al conjunto de reglas que
determinan de una manera unica la eleccion en cada jugada
personal del jugador dado en dependencia de la situacion que
se haya creado en el proceso del juego.

La nocidon de estrategia debe explicarse con mds detalle.

Por lo general el jugador escoge la sofucién (la eleccién) en cada
jugada personal durante Ja marcha del mismo juego en dependencia
de la situacién concrcta creada, No obstante, tedricamente lag
cosas no cambian si nos imaginamos que el jugador toma
todas estas soluciones de antemano. Para eso ¢l jugador debe
cstablecer anticipadamente una enumeracion de todas las posibles
situaciones que pucden aparecer en el curse del juego y prever
su solucidn para cada una de ellas. En principio (si no en la
prictica) esto es posible para cualquier jucgo. Si se acepta un



L1

sistema tal de soluciones esto querrd decir que cl jugador ha
elegido una estraiegiv determinada.

El jugador quc ha clegido la estrategin puecde ahora no
participar personalmente en el juego y reemplazar su participacién
con una lista de reglas que aplicard en su lugar alguna persona
desinteresada (el arbltro) La estrategia puede ser también intro-
ducida en una maquina autdmala en forma de un programa
determinado. En la actualidad es precisamente asi como juegan
al ajedrez las mdquinas computadoras electronicas.

Para que tenga sentido la concepcion de ‘“estrategia™ es
necesario que en ef juego haya jugadas personales. En los
juegos gquc estin compuestos solo de jugadas de azar no existen
estrafegins.

En dependencia del nimera de posibles estrategias los juegos
sc dividen en “finitos” ¢ “infinitos”.

Llamese finito al jucgo en cl que cada jugador sélo puede
tener un nimero finito de estrategias.

A un juego finite en cl que el jugador 4 pucde tener m
estrategias y el jugador B, n estrategias sc lc Hama juego de m x n.

Veamos un juego de m x n de dos jugadores A y B (“nosotros”
y ¢l “adversario™).

Designaremos nucstras estrategias por 4,, A, .., 4, ¥ las
estrategias del adversario por By, B,, .., B,

Si el juego sc componc s6lo de jugadas personales, la eleccion
de la estrategia 4, B; determina de una sola mancra el término
del jucgo, nuestra victoria. Lo designarcmos aij,

Si el juego conticne jugadas de azar, ademds de las perso-
nales, entonces la ganancia que producen las dos estrategias A4,
Bj es una magnitud aleatoria que depende de los (érminos
de todas las jugadas de azar. En esie caso el valor natural
de la ganancia esperada es su wvalor nmedio (la esperanza mate-
mdtica). Emplearemos el mismo signo ¢ para la ganancia misma
(en los juegos sin jugadas de azar) y para su valor medio
(en los juegos con jugadas de azar).

Supongamos que conocemos el valor w; de la ganancia
(0 de la ganancia media) en cada par de estrategias. Se pucden
expresar los valores aij en forma de una tabla (matriz) en la que
las lineas corresponden a nuestras estrategias (A;) y las columnas,
a las estrategias del adversario (Bj). Esta tabla se denomina
matriz de pago o simplemenic matriz del juego.
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La matriz det juego de m x n tienc la forma siguiente:

y Bl g B, s B,
A an a2 e in
4 i) az - ay
A i B2 tox tmp

Designarcmos abreviadamente esta matriz del jucgo por [au).

Veamos algunos ¢jemplos efemientales de jucgos,

Ejemplo 1. Dos jugadores, A y B, sin mirarse el uno al
otro colocan en la mesa una moneda cada uno en posicion de cara
arriba o de cruz arriba, secgin su propio parecer. Si eligicron
la misma posicion (los dos pusieron cara o los dos cruz) entonces
el jugador A se gueda con las dos monedas, en caso contrario el
jugador B se queda con ellas. Se debe analizar el juego y componer
su matriz.

Resolucion. El jucgo consta solo de dos jugadas: la nuestra
y la del adversario. Las dos son personales. Este juego no
pertenece a los jucgos con informacion perfecta pucsto que en el
momento en €l cual se hace la jugada el jugador no sabe lo
gue ha hecho ¢l otro.

Como cada jugador tiene solo una jugada personal, su estrategia
es la eleccion en esta unica jugada personal.

Nosotros tenemos dos estrategias:

A, que es elegir la cara y A,, clegir la cruz. El adversario .
tiene también las mismas dos estrategias: B, (cara), B, {cruz).
Asi quc ¢ste cs un juego de 2 x 2. Consideraremos que la
ganancia- de upna moneda se cxpresa con -+ 1. La matriz del
juego se representa aqui,

Bl 3 B,
A (cara) § (cruz)
Ay 1 -1
{cara)
Az -1 1
{cruz)
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En €l ejemplo de este juego, a pesar de ser tan elemental,
es posible aclarar ciertas ideas esenciales de la teoria de los juegos.

Comencemos suponiendo que este juego se hace una sola
vez. Entonces cs evidente que no tiene sentido hablar de tales
o cuales “estrategias” de unos jugadores mds razonables gque
otros. Cada jugador puede clegir cualquier solucién con el mismao
motivo. Sin embargo, al continuar el juego Ia cosa cambia,

Realmente, supongamos que nosotros (el jugador A4) elegimos
cierta estrategia (digamos la A4,) y nos atencmos a ella. Entonces
ya por los resullados de Jas primeras jugadas el adversario
adivinard nuestra estrategia y responderd de la manera menos
ventajosa para nosotros o sea escogiendo la cruz. Estara claro
que seria para nosotros desfavorable emplear siempre una misma
estratepia: para no quedar con pérdidas tenemos que clegir unas
veces cara y otras cruz. No obstante, si vamos a alternar la cara
¥ la cruz con alguna sucesion determinada (por ejemplo una jugada
si y otra no) el adversario también puede obscrvarlo y responder
a esta cstrategia de la peor manera para nosotros. Evidentemente,
¢l procedimiento de mds seguridad que garantiza que ¢l adversario
no conozca nuestra estrategia s una organizacion de la eleccion
en cada jugada en la que nosotros mismos no conozcamos de
anlemano la solucion {eso se puede asegurar, por cjemplo, lanzando
una moneda al airc). Asi, con razonamientos intuitivos llegamos
a una de las nociones esenciales de la teoria de los juegos,
a la nocién de la “estrategia mixta”, o sea aquella en la que las
estrategias “puras” {en nuestro caso 4, y A,) sc alternen aleatoria-
mente con determinadas frecucncias. En ¢l ¢jemplo dado, partiendo
del razonamiento de la simetria, estd claro anticipadamente que
las cstrategias "4, y A, decben alternar con igual frecuencia,
ch jucgos mds complicados [a resolucion puede estar Iejos de ser
trivial,

Ejemplo 2. Cada uno dec los jugadores A y B simultdnea
¢ indcpendientemente apunta uno de los tres nameros: |, 2 6 3.

Si la suma de los numeros escritos es par B le paga a A
cn rublos esta suma y viceversa, si es impar, o sea, 4 le
paga la suma a B. Se requierc analizar ¢l jucgo v formar su
matriz.

Resolucion. El juego se componc de dos jugadas; las dos son
personales. Nosolros (4) tencmos tres estrategias: A,, apuntar el 1;
A,, apuntar el 2; A3, apuntar el 3. El adversario (B) tiene las
mismas tres estrategias. Se trata entonces de un juego de 3 x 3
que tiene Ja matriz que aparece aqui.



A B g B, By
A 2 -3 4
Az -3 4 —5
Ay 4 —5 6

Evidcniemente, como en cl caso anterior, a cualquier estra-
tegia clegida por nosotros el adversario puede contestar de la
manera que peor nos afecte. En efecto, si elegimos, por cjemplo,
la cstrategia A, el adversario sicmpre responderd a efla con la
estrategia By, a la estralegia A, con la estrategia B, a la csiratcgia
Ay con Ia estrategia B,. Dc esta manera cualquicr eleccion de
una cstrategia  detesminada  incvitablemente nos Mevard a la
perdida. *

La resolucion de este juego {o sea el conjunto de estrategias
mas ventajosas para los dos jugadores) se dard en el § 5.

Ejemplo 3. Se eucucntran a nuestra disposicion tres clases
de armamentos: A;, Az, A3} ¢l encmigo cucnia con tres clases
de aviones By, B;, B;. Nuesiro objetivo consiste en hacer blanco
en el avion: el del encmigo, cn mantenerlo a salvo. Si se emplea
el armamento 4, se hard blanco en los aviones de las clases By,
B,;, B, con las respectivas probabilidades 0.9: 04 y 0,2; con el
armamento 4,, las probabilidades serin 0,3; 0,6 y 0.8; con ¢l
armamento A, serdn 0,5, 0,7 y 0,2. Se requiere dcfinir Ja situacion
en los términos de la teoria de los jucgos.

Resolucién, La situacién puede examinarse como un juego
de 3x 3 con dos jugadas personales y una dc azar. Nuestra
jugada personal es la eleccion de la clase de armamento; la
jugada personal del enemigo es la cleccion del avién que parti-
cipard cn el combate. La jugada dc azar es ¢l empleo del
armamento; esta jugada puede acabar derribando o no el avion.
Nuestra ganancia serd igual a la unidad si ¢l avién ha sido
derribado vy serd igual a cero en Caso contrario. Nuestras
estrategias son las tres variantes de los armamentos; jas estra-
tegias del cnemigo, las tres varianies de los aviones. El valor
medio de la ganancia para cada par dado de cstrategias no cs,

*+ No se debe olvidar que en esa misma dificil situa-
cion se encuentra el adversario.
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ni mds ni menos, que la probabilidad de que sca derribado
cl avién dado con el armamento dado. La matriz del jucgo se
encuentra aqui,

o a1 p B, By
A 0.9 0.4 0.2
A; 0.3 0,6 0.8
4y 0.5 0.7 0.2

El objetivo dc la teoria de los jucgos cs elaborar recomen-
daciones para oblener una acluacién razonable de los jugadores
en las situaciones de conflicto, o sea para definir “la estrategia
optima”™ de cada uno de clios,

Li la teorin de los juegos se llama estrategia optima de un
jugador a aquella que al repetirse reiteradamente ¢l juego garan-
liza al jugador dado la ganancia media mdxima posible {0 lo que
cs lo mismo, la pérdida media minima posible). Al elegir csta
estralegia, cl razonamienio bdsico estd en la suposicion de
que cl enemigo ¢s por lo menos tan razonable como nosotros
mismos y hace tode lo posible para evitar que consigamos nuestro
objetivo.

En la teoria dc los juegos todas las recomendaciones se
elaboran partiendo precisamentc de estos principios; por consi-
guiente, en ella no se toman en cuenta los clementos de riesgo que
inevitablemente estdn prescntes en cada estrategia real, ni tampoco
los fallos y errores de cada uno de los jugadores.

La teoria de los jucgos, como cualquier otro modelo mate-
mdtico de un fenémeno complejo, tiene sus restricciones. La mds
importante de ellas consiste en que la ganancia sc reduce
artificialmente a un solo nimero. En la mayoria de las situaciones
de conflicto précticas al elaborar una cstrategia razonable sc tiene
que poner atencion no solamente a uno sino a varios parametros
que son criterios del eéxito de las medidas. No es preciso que
la estraiegia que sea oOptima, seglin un criterio, sea también
optima para los otros. No obstante, siendo conscientes de estas
restricciones y por lanto sin atenerse cicgamente a las recomen-
daciones que se¢ obtienen con los métedos de juego, se puede
a pesar de todo emplear ¢l aparato matemadtico de la teoria de los
jucgos para la elaboracién si no cxactamente de la “optima”,
por lo. menos de una cstrategia “preferible”.



§ 2. VALOR INFERIOR
Y SUPERIOR DEL JUEGO.
PRINCIPIO DEL “MIN-MAX”

Veamos un juego de m x n con la matriz siguiente:

B
r B | 8 | ... | s
A ay) a3 e a1
A; @) ax e A
Am Ty T2 Ayn

Designaremos por § ¢l nimero de nuestra estrategia; con
letra j ¢l nimero de la estrategia del adversario.

Nos planteamos la tarea de definir nucstra estrategia Optima.
Analicemos sucesivamente cada una de nuestras estrategias comen-
zando por A,. Al elegir la estrategia A; siempre tenemos que
hacer ¢l cdlculo de que el adversario responderd con una de las
estrategias B; para la cual nuestra ganancia serd la minima.
Determinemos este valor de la ganancia o sea ¢l menor entre los
nimeros a;; de la linea i Designémoslo o;:

o = miin a;; 2.1

Aqui con min (¢l minimo por j) se designa ¢l minimo de los
!

valores de estc parametro para cualquier j.
Apuntemos los numeros o; a la derecha de la matriz en
una columna adicional.

A .‘B' B B, e B, o
A ag) ap i ay, o,
Ay iz ax o T o
A,,, T L L i Bm
By i Bz s B
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Al elegir cualquier estrategia A, debemos calcular que como
resultado de las acciones razonables del adversario no ganaremos
mds que o. Es natural que actuando con la mayor prudencia
y tomando en cuenta que nuestro adversario deberd ser lo mds
razonable posible (o sea evitando cualquier riesgo) tenemos que
elegir la cstrategia A4; a la que le corresponde el valor mdximo
del numero o;. Designemos este valor midximo por o

o = mdxa,
1
o, seglin la formula {2.1),
o = mdx min o
! I

La magnitud a sc flama valor inferior del juego o, de otra forma,
la ganancia mdx-mi, o simplemente mx-min.

El nimero o se encuentra en una determinada linea de la
matriz; la estrategia del jugador 4 que corresponde a esta linea
se le llama estrategia max-min,

Es evidente que si nos atenemos a la estrategia mdx-min
tendremos garantizada puara cualquicr conducta del adversario
una genancia que en cualquier case serd ne menor que o Por
¢so la magnitud o se Hama ‘“valor inferior del jucgo™ Este
es ¢l minimo garantizado que- nos podemos asegurar mantenién-
donos con la estrategia mds prudente (la “requetescgura™).

Evidentemente, pueden hacerse reflexiones semejantes a favor
del adversario B. Nuestro adversario estd interesado cn Hevar
nuestra ganancia al minimeo, para cso debe examinar cada estra-
tegia suya desde el punto dec vista de su ganancia maxima
al cmplearla. Por ¢llo, en la parte inferior de la matriz anotamos
los valores mdximos de a;; de cada columna;

B; = ml_ax ai;
y asi encontraremos el menor de los B;:
= minf;
j
o bien,
f=min mix oy
j i

)

La magnitud B se Hama valor superior del juege o, de otra
forma, ¢l “min-mdx”, La estrategia del adversario que corresponde
a la ganancia min-mdx se le llama su “estrategia min-max”.

Ateniéndose a su estrategia min-mdx mds prudente, el adver-
sario se garantiza lo siguiente: independientemente de lo que



18

emprendamos contra él, la swma de su pérdida en cualquier caso
no sera mayor que P.

El principio de la precaucion que les dicta a los jugadores
el emplec de las estrategias correspondientes {la mdx-min y la min-
mix) en la teoria de los juegos y en sus aplicaciones es llamado con
frecuencia “principio del min-m&dx”, Las cstrategias mdx-min y
min-max m4ds prudentes de los jugadores suelen denominarse con
el término general de “estratepias min-mdx”,

En calidad de ejercicios definamos el valor inferior y superior
del juego y las estralegias min-max para los ejemplos 1.2
y 3 del § I

Ejemplo 1. En el cjemplo 1 del § 1 sc da un juege con la
matriz prescntada,

P 81 g B o
A T |
Ay -1 1 —%
["J I l

Como las magnitudes ot y P; son constantes e iguales respec-
tivamenie a —1 y 1, los valores inferior y superior del juego
también son iguales a —t y +1.
n=—1; f=+IL

Cualquier estrategia del jugador A4 es su mdx-min y cualquier
estrategia del jugador B, su estrategia min-mdx. La conclusion es
sencilla: ateniéndose a cualquiera de sus estrategias el jugador A
puede garantizar quc no perderd mds de 1; lo mismo puede
también garantizar el jugador B.

Ejemploe 2. En el ejemplo 2 del § t se da un juego con la
siguiente matriz:

A B BE Bz BJ o
4 2| -3 a || -3
i -3 4§ ~5 || -5
A3 s | =5 6 || -5
B, a ] 4 6




19

El valor inferior del juego es o= —3; el valor superior, f =4,
Nuestra estrategia mdx-min serd A4,; empledndola sistemdticamente
podemos calcular con seguridad que ganarcmios no menos de -3
(perderemos no mds de 3). La estrategia min-mdx del adversario
serd cualquiera de las estrategias B, o B,; empleindolas sis-
temdticamente en cualquicr caso puede garantizar que perdera
no mas de 4, si nosotros desistiésemos de nuestra estratcgia max-min
(por ejempilo eligiésemos la estrategia A,), el adversario nos podria
“castigar” por ello, empleando su cstrategia By y haciendo que
nucstra ganancia sea —5; lo mismo que si-el adversario desis-
tiese de su estrategia min-mdx podria aumentar su pérdida hasta 6.

Ejemplo 3. En ¢l ejemplo 3 del § § se da un jucgo con la
matriz siguiente:

P Bl B B, By o
4 09 04 0.2 0,2
A; 0.3 0.6 0,8 0,3
Ay 0.5 0.7 0.2 0.2
B, 0.9 0,7 08

Bl valor inferior decl juego es o =03; cl valor superior,
“f =0,7. Nuesira estrategia mds prudente (la mdx-min) es Ja d,,
empleando el armamento A, garantizamos que vamos a derribar
el avién con un promedio dc no menos de 0,3 de todos los
casos, La estrategia de mds precaucién (la min-mdx) del adver-
sario cs la B,; empleando ecste avion ¢l enemigo puede estar
seguro de que podrd ser derribado en ne mds de 0,7 de todos
los casos.

En ecste ultimo ejemplo es Ficil mostrar una de las importantes
propiedades de las estralegias min-madx, su incsiabilidad. Supon-
gamos cl empleo por nuestra parte de la estrategia mds prudente
(la max-min), la A, y por parte del encmigo su esirategia de
mayor precaucién (la min-max), la B;. Mientras Jos dos contrincan-
tes maniengan estas 'estratcgias, la ganancia media serd 0,6,
mayor que el valor inferior del jucgo pero menor que el superior.
Ahora supongamos que el enemigo ha tenido conocimicnto que
empleamos la estrategia A,, inmediatamente responderd con la
estrategia B, y hard que fa gapancia sea 0,3. A nucstro turno
tencmos una buena respuesta a la estrategia By, que es la
estrategia A,, la que nos da una ganancia de 09, ete.
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Asi, la situacion cn la que los dos jugadores emplean sus
estrategias min-mdx es inestable y puede ser perturbada por los
datos que llegan sobre la estrategia del adversario.

No obstante, existen ciertos juegos para los cuales las estra-
tegias min-mdx son cstables. Esos son los que tienen su valor
inferior igual al superior:

o=

Si el valor inferior del juego es igual al superior, su valor
comin se denomina valor puro del juego (a veces, sencillamente
el valor del juego); lo designaremos con la letra v.

Vearnos un ejemplo. El juego dc 4 x 4 se da con fa matriz
siguiente;

Pid B B W

A 0,4 0,5 0.9 0,3 0.3

Ay 0,8 0.4 0.3 0,7 0,3

A 0,7 0,6 038 09 0,6

4, 07 | 02 | 04 | 06 | o2

B 08 | 06 | 08 | 09

El valor inlerior de! jucgo serd:
o = 0,6,
El valor superior del juego seri:
B =06

Los dos resultaron iguales y por consiguicnic el juego tiene
un valor puro igual a a = B = v = 0,6,

El elemento 0,6 encontrado cn la matriz de pagos es simul-
tdneamente el menor en su linea y el muyor en su columna,
En geometria ¢l punto de una superficie que tiene una propiedad
semejante (el minimo de una coordenada y el méximo de otra) se le
Nlama punto de silla. Este término se emplea andlogamente en
la teoria de los juegos. Al elemento de la matriz que tiene
esta propiedad se le llama punto de silla de la matriz y dicen
del juego que tieme punto de silla.

Al punto de silla le corresponde un par de estrategias
min-max (en este ejemplo A3 y B,). Estas estrategias se denominan
Optimas y su conjunto, la solucion del juego.
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La solucion del juego tienc la siguiente notablc propiedad:
si uno de los jugadores (por cjemplo A4) se atiene a su estrategia
optima y el otro jugador (B) se desvia de cualquier manera. de
su traycctoria Optima, esto nunca le puede resultar ventajoso al
Jugador que ha admitido esta desviacion. Tal desviacién, en el mejor
de los casos, pucde dejar sin cambios la ganancia del juapador B
y en el peor, aumentarla.

Por el contrario, si B se aticne a su esiritegia 6ptima y 4
se desvin de la suya, esto cn ninguno de los casos puede ser
venlajoso para A,

Esta afirmacion puede comprobarse ficiimente en el ejemplo
examinado del juego con punto de silla,

Vemos que en el caso de juego con punto de silla las
estralegias min-mdx pgozan de una singular “cstabilidad™: si una
de las partes se mantienc en su estrategia min-mdx, para la otra
el desviarse de la suya puede ser soélo desventajoso. Observemos
quc en esie caso si uno de los jugadores dispusicse del dato
de que el adversario ha elegido su estrategia optima esto no podria
cambiar la conducta propia del jugador: si no quicre actuar cn
contra de sus propios intereses debe seguir su estrategia Optima.
En el juego con punto dec silla el par . le estrategias optimas
es algo semejante a una “posicion de equilibrio™: cualquier desviacién
de la cstrategia optima lleva al jugador que se desvia a con-
secuencias desfavorables que le obligan a volver a la posicion
inicial.

Asi que para cada juego con punto de silla existe la solu-
cion que determina cl par de estrategias 6ptimas de las dos par-
tes, caracterizadas por las propiedades siguientes:

1) Si las dos partes se rigen por sus cstrategias oOptimas,
ta ganancia media serd igual al valor puro del juego v, quc es
simultincamente su valor inferior y superior.

2) Si una de las partes manticne su estrategia optima y la otra
se desvin de la suya, ello conducird a que la parte que se
desvia solo podrd perder y en ninguno de los casos podrd aumen-
tar su ganancia,

La'clase de jucgos gue ticnen punto de silla presenta gran
inferés, tanto desde ¢l punto de vista tcorico como prictico,

En la teoria de los juepos se demuesira, en particular, que
cada juego con informacién perfecta tiene punto de silla y en
consecuencia cada juego de este tipo tiene solucién, o sea,
que existe un par de estrategias optimas de una y otra parle
que dan una ganancia media igual al valor del juego. Si el juego

3~905
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con informacion perfecta se compone sélo de jugadas personales,
al emplcar cada parte su cstrategia 6ptima ésta siempre tendrd que
acabarse en un término enteramente definido, con una ganancia
_exactamente igual al valor del juego.

En calidad de juego cen informacion perfecta citaremos el
tan conocido en el que se colocan monedas en una mesa
redonda. Dos jugadores colocan alternativamente monedas iguales
en una mesa redonda, cligiendo cada vcz cualquier lugar para
el centro de la moneda. No se pcrmite que una moneda tape
a olra ni siquiera parcialmente. Gana cl jugador que uoloque
,Ja Ultima moneda cuando ya no haya sitio para otra mis.
;Es evidente que el final de este juego siempre estd decidido de
antemano y que cxiste una estrategia completamente determinada
que ascgura una victoria cierta al jugador que coloque la primera
moneda. Precisamente la primera moneda debe colocarse en el centro
de la mesa y a continuacidn contestar a cada jugada del adver-
sario con una jugada simétrica. En este caso el segundo jugador
puede comportarse de cualquier manera y no cambiard el resultado
predeterminado del juego. Por eso cste juego sélo tiene sentido para
los jugadores que no conocen la ostratcgia optima. Una cosa
_semejante ocurre con el ajedre? y otros juegos de informacion
perfecta cualquiera de estos juegos ticne punte de silla y solucion
que le indica a cada uno de los jugadores su estrategia optima;
la solucién del juego de ajedrez no ha sido encontrada exclusi-
vamente porque el nimero de combinaciones de las jugadas
posibles ¢s en el ajedrez demasiado grande para que se pueda
construir la matriz dec pagos'y encontrar ca clla el punto de silla.

§ 3. ESTRATEGIAS PURAS
Y MIXTAS.
SOLUCION DE JUEGOS
CON ESTRATEGIAS MIXTAS

Entre los juegos finitos que ticnen importancia prictica es
relativamente raro encontrar juegos con punto de silla. EBs mds
tipico el caso cuando los valores inferior y superior del juego.
son diferentes. ‘Analizando las' matrices de tales juegos llegamos
a la conclusibn de que si a cada jugador se le presenta la
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posibilidad de eleccion de una sola estrategia, esta elcccidn,
calculando que tenemos un adversario que actia razonablemente,
debe determinarse por el principio del min-mdx. Ateniéndonos

a nucstra estrategia mdx-min, con cualquier conducta del adversario
nos ascguramos con anticipacién una ganancia igual al valor
inferior del juego o« Surge una pregunta natural: jes posible
asegurarse una ganancia media mayor que o si se emplea no una
sola estrategia “pura”, sino que se alternan en forma casual
varias estrategias?

Tales estrategias combinadas, que consisten en el empleo de
varias estrategias puras que alternan por una ley aleatoria con
una determinada relacion de frecuencias, en la teoria de los
juegns se llaman estrategias mixtas,

Es cvidente que cada estrategin pura cs un caso particular
de la mixta, en la cual lodas las estralegias menos una sc¢
emplean con [frecuencia cero y la dada, con frecuencia 1.

Resulta que al emplear no sélo estrategias puras, sino también
mixtas, se pucdc obtener para cada juego finilo una solucién,
o sca un par de estrategins (por lo general mixtas) tales que ai
ser empleadas por los dos jugadorcs originardn una garancia
igual al valor del juego; ademds, con cualquier desviacién de L
estrategia 6ptima por un jugador la ganancia séie puedt cambiar
desfavorablemente para el que se desvio.

La afirmacién enurciada es el contenido dcl Hamado teorema
basico de la teoria de los juegos. Este teorema lo demostrd por
primera vez John Neumann en el afio 1928. Las demostra-
ciones conocidas de este teorema son relativamente complicaday
y por lo tante aqui sélo citaremos su enunciado.

Cada juego finito tiene, por lo menos, una solucion (posible-
mente en el campo de las estrategius mixtas),

La gananma que se obtiene como [ruto de la soluczon 52
llama valor del juego. Del teorema bdsico se deduce que cada juego
finito tiene un valor. Es evidente que el vator del "juego v
mcmprc se encuentra entre los valores inferior o y superior P
del juego:

*

aSv<p (3.1)

Electivamente, o es la mixima ganancia garantizada que nos
podemos asegurar empleando sélo nuestras estrategias puras. Ya
que las csirategias mixtas incluyen como caso particular también
todas las puras, enlonces admiticndo las estrategias mixtas, ademds
de las puras, en cualquicr caso no empcoramos nuestras posi-
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bilidades y por consiguicnte
v
Examinando c¢n forma andloga las posibilidades del adversario,
maosiraremos que
v<p
de lo que sc deduce Ja desigualdad (3.1) a demostrar.
Introduciremos designaciones especiales para las estrategias
mixtas. Si, por ejemplo, nuestra estrategia mixta consiste en el
empleo de las estrategias Ay, A,, As, con las frecuencias py,

P2, ps (teniendo en cuenta que py +p; +p3=1) designaremos
esta cstrategia asi:

A Az Aa
pr pP: 3

Analogamente, a la estrategia mixta det adversario la desig-
narcmos:

S_,|=

SB= B[ B: B3 :

d1 42 43
donde g, ga, 43 son las frecuencias con las que se mezclan jas
estrategias By, B;, By; g1+ @2+ 3= 1.

Supongamos que hemos encontrado la solucion del juego que
consiste de dos cstrategias Optimas mixtas Sy, Sz En cl caso
general, no todas las cstrategias puras accesibles a cada jugador
entran en su cslrategia optima mixta, sino sélo algunas. Liama-
remos a las estrategias que entran en la estrategia 6ptima mixta
del jugador sus cstratcgias “Gtiles”.

Resulta que la solucion del juego goza de una notable pro-
piedad mas: si_une de los jugadores se atiene a su estrategia
dptima mixta S: (S;), la ganancia queda inalterable ¢ igual al
valor del juego v, independientemente de lo que haga el otro jugador,
a menos que él salga de los limites de sus estrategias “titiles”,
Puede, por ejemplo, emplear cualquicra de sus cstrategias
“dtiles” en forma pura o también mezclarlas en cualquier pro-
porcion.

Demostremos esta afirmacion. Supongamos que exista la solu-
cidn 'S:, S; del juego m x n. Concretando, consideremos que
la estrategia Optima mixta Sh consta de uma mezcla de tres
estrategias “utiles” A;, Az, Aa; Sp consta respectivamente de una
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mezcla de lres estrategias “dtiles” B,, B,, Bj:

S: i (Al Az A3)’ :S'*ﬂ g (Bl Bz Bg)
v P2 D3 41 42 4qa
donde p, + p, + p3 = 1; Qrtga+q=1 Se afirma que si nos
atencmos a la cstrategia Sy, el adversario puede emplear las
cstrategias By, B,, By en cualesquicra proporuoncs pero la ganan-
cia quedard inalterable y como antes serd igual al valor del”
juego v,

Denostremos esto de la mancra siguiemc: suponRgamos que
Vi, Va2, Vi, son las. ganancias que se¢ obtendrdn con nuestra
estrategia S, y las estrategias del adversario B, B, y B,
correspondicntemente.

De la definicion de estrategia dptima se deduce que cualquicr
desviacion del adversario de la estrategia Sy no le puede ser
conveniente, por ¢so:

VIZ VL V22V, vazv

Veamos st la magnitud v, v, 6 vy puede resultar mayor que
v aungue sea en uno dc los tres casos. Resulta que no.
Efectivamente, expresemos la ganancia v de las estrategias optimas
S,‘. S’; con ayuda de las ganancias v;, v,, v;. Pucsto que en la
cstrategia se emplean B, B; ¥y By con las frecuencias
qis G2, G4 tmdremos

V= Vg Vg b Vags (3.2)
M+a+g)=1

Es evidente que si una sola de las magnitudes vy, v,, vy lucse
mayor que v, su valor ponderable promedio (3.2) serin también
mayor quc v, fo cual contradice a la condicion expucsta. Asi
s¢ demuestra la importante propiedad de las cstrategias optimas
que vamos a utilizar ampliamente en la solucién de los juegos.



§ 4. METODOS'ELEMENTALES
DE RESOLUCION DE JUEGOS.
JUEGOS DE 2 x 2
Y DE 2x N

Si un juego de m x n no tienc punto de silla, el cdleulo
de su solucion es, en general, un problema bastante dificil, sobre
todo ¢cuando m y n son grandes.

A veces se puede conseguir simplificar este problema si
anticipadamente se disminuye el nimero de estrategias tachando
algunas excedentes.

Las estrategias excedentes pueden ser a) duplicadas y b) a ciencia
cierta desfavorables. Veamos, por ¢jemplo, un jucge con la matriz
siguicnic:

P 8] p By By By
A l 2 4 3
A 0 2 3 2
A; I 2 4 3
Ay 4 3 l 0

Neo es dificil convencerse de que la estrategia 4, repite
(“duplica™) exactamente la estralegia 4,, por eso se puede tachar
cualquiera de estas dos ecstrategias.

Continuemos, comparando las lineas A, y A; miembro a miembro
vemos que cada elemento de la linca A, es menor (o igual)
que su clemento correspondicnte dc la linea A4,. Es evidente
que nosotros nunca debemos cmplear la cstrategia A,; sabemos
de antemano que cs desfavorable. Tachando A4, y A; daremos
una forma mds simple a la matriz.

4 8| B By B, B,
A 1] 2 4 { 3
Ay 4 3 1 0

Observemos ahora que para el adversario la estrategia B; es
a ciencia cierta desfavorable, tachdndola llevaremos la matriz
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a su aspecto final (vea abajo). Asi que al tachar las
cstrategias duplicadas y desfavorables a ciencia cierta, el juego
de 4 x 4 se reduce a un jucgo de 2 x 3.

3 Bl B & By
A 1 2 3
Ay 4 3 0

El proceso de reduccion de la matriz siempre debe preceder
a la resolucidn del juego.

Los casos mas'simples de juegos [initos que siempre se pucden
resolver ¢con procedimientos clementales son los juegos de 2 x 2
y de 2 x m.

P B3 B,
A ap a3
%! az €y

Veamos un juego de 2 x 2 con la matriz dada. Aqui pueden
encontrarse dos casos: 1) cl jucgo tiene punto de silla; 2) el
juego no tiene punto de silla, La solucién del primer caso es
evidente: es un par de cstrategias que se cruzan en el punto
de silla. Observaremos, a propésito, que en el juego de 2 x 2
la presencia de punte de silla siempre corresponde a la existencia
de estrategias a ciencia cierta desfavorables, las cuales deben ser
tachadas en ¢l andlisis previo *,

Supongamos que no haya punto de silla y en consecuencia
el valor inferior del juego no sea igual al superior: o # P.
Se requiere encontrar la estrategia optima mixta del jugador A:

A A
54 =( ! ’).
Pr P2

Esta se distingue por ia propiedad de que cualesquicra que
fuesen las acciones del adversario (sin salirse de los limites
de sus costrategias “utiles™), la ganancia serd igual al valor dci
juego v. En cl juego de 2 x 2 las dos cstrategias del adversario
son “Utiles™ pues de otro modo el juego tendria solucidn compuesta
de estrategias puras (punto de silla). Esto significa que si nos

- * Se propone al lector comprobar esto en una scrie
de matrices de 2 x 2.
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regimos por nuestra estrategia optima §* = (Al A
Py 2

ric puede cmplear cualquiera de sus estrategias puras sin alterar
la ganancia media v. De aqui resultan dos ecuaciones:

APy + P2 =V, (4.1)
tiz Py +lzap2 =V,

), el adversa-

dec las cuales, teniendo en cuenta que p; + p, = |, obtendremos

ayips + gl = py) = aypy + axa(l = py),

tay —
g5, 22 21 ! (4.2)

fhyy + g3 — 3 — ty

Encontrarcmos cl valor del juego v colocando el valor de p,
p2 con cualquiera de las ccuaciones (4.1).

Si sec conoce cl valor del jucgo es suficicnle una ccuagién
para determinar la estrategia optima del adversario Sy =

= (Bl B ), por ejemplo:
@ T Guidy H g2 =V
de donde, teniendo en cuenta que gy + g, = I, obtenemos
V=il

g =——, f=1—gq
ay — dy

Ejemple 1. Encontrar la solucién del juego 2 x 2, que se
examina ¢n ¢l ejemplo 1 del § |, con la matriz

A B B B,

Ay 1 - |

& L 1

El juego no ticoe punto de silla (= —1; p=+1) ¥y por -
lo tanto la solucién debe encontrarse en la region de las
estrategias mixtas.

P P2 41 92
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Hay que hallar py, pa. q, ¥ 2.
Para p, tenemos la eccuacidn:

Lopr+ (=100 ~p))=(~1}pr + {1 — py)

dc donde
ol sge
o= 2= 7"
Andlogamente,
1 1
== 2= V=0

En consccuencia, la estratcgia Optima para cada uno de los
jugadores consiste en alternar de modo casual sus dos estra-
tegias puras, empleando cada una de cllas con la misma fre-
cuencia; la ganancia media entonces serd igual a cero.

La conclusién recibida ya antes estaba lo suficientemente
clara. En el gjemplo siguicnte examinaremos un jucgo mds
complicado, cuya solucién no cs tan evidente. El ejemplo es un
modelo clemental de los juegos conocidos con el nombre de
juegos con ‘“engaio” o “induccién al error”. En la prictica,
en las siluaciones de conflicto sc emplean con frecuencia diversos
procedimientos para inducir al adversario al error (desinformacion,
mantenimiento aparentc de objetivos falsos, etc). A pesar de
su sencillez, el cjemplo es bastante instructivo.

Ejemplo 2. El juego consiste en lo siguicnte: se tienen dos
cartas: un as y un dos. El jugador 4 toma al azar una de ellas;
B no ve qué carta ha sacado él. Si A ha cogido el as
anuncia: “Yo tengo ¢l as” y le cxige al adversario un rublo,
Si A saca el dos puede o bicn A,) anunciar “yo tengo el as”
y exigirle al adversario | rublo, o bien A;} reconocer que
ticne ¢l dos y pagarle al adversario 1 rublo.

El adversario, cuando l¢ pagan voluntariamente un rublo,
sélo puede aceptarlo. Ahora bicn, si le exigen 1 rublo ¢l puede
o B,) creer que ¢l jugador A tiene el as y darle 1| rublo,
0 B,) exigit que le ensefic la carta para comprobar quc la
afirmacidén de A es justa. Si resulta que verdaderamente A tiene
el as. B le debe de pagar 2 rublos. Si resulta que 4 le engaria
y tiene el dos entonces paga a B 2 rublos.

Hay que analizar el juego y encontrar la estrategia optima
de cada uno de los jugadores.



30

Reselucion. El juego tiene una estructura relativamente compli-
cada; ésta se compon¢ de una jugada de azar obligatoria
(el jugador 4 debe clegir una de las dos cartas) y de dos
jugadas personales que. sin cmbargo, no tienen que realizarse
obligatoriamente. En efecto, si A saco el as, no hizo ninguna
jugada personal: a &l se le presenta sélo una posibilidad, exigir
1 rublo, que es lo que hace. En este caso, la jugada personal,
creer o no creer (o sea pagar o no pagar 1 rublo) se le transmite
al jugador B. Si A, como resuliado de su primera jugada de azar,
obtiene el dos, se e presenta una jugada personal: pagar 1 rublo
o tratar de cngadar al adversario y exigirle 1 rublo (digamos:
“no engafiar” o “engafiar™). Si A elige lo primero, a B no le
queda mds que recibir | rublo; si 4 escoge lo segundo, al
jugador B sc le presemta una jugada personak: creerle o no
creerle {0 sca pagar a A 1 rublo o exigitle la comprobacion).

La estrategia de cada uno de los jugadores consta de reglas
que indican lo que debe de hacer el jugador cuando se le
presenia una jugada personal.

Es evidente que A tienc solo dos estralegias:

A, — cngafiar, A; — no engaiar,

B también tiene dos estrategias:

B, - creerle, B; — no creerle.

Construyamos ia matriz ‘del juego. Para eso calculemos la
ganancia media de cada combinacidn dc cstrategias.

1. A;B, (A engafia, B le cree).

Si A saca el as (la probabilidad es —é) entonces ya no tiene
jugada personal; exige 1 rublo y el jugador B le cree: la
ganancia de 4 en rublos es igual a 1.

Si 4 saca el dos (la probabilidad de eso también e¢s % :

de acuerdo con su estrategia engafia y exige | rublo; B le
cree y paga: la ganancia de 4 también es igual a L
La ganancia media: ’
-a“='~;--l+-;—-1=1.

2. A,B; (A engada, B no le cree).

Si A saca ¢l as no tiene jugada personal; ¢l exige | rublo;
B-de acuerdo con.su estrategia no le cree y como resultado
de la comprobacion paga 2 rublos (la ganancia de A4 es
igual a 42).
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Si A saca el dos de acuerdo con su estrategia exige |1
rublo; B de acuerdo con la suya no le cree; en resultado A
paga 2 rublos (la ganancia de A es igual a —2). La ganancia
media serd igual a:

s =-;_.{+2) +%_-{'-2] .

3. A,B, (A no engaiia, B le cree).

Si 4 saca el as, cxige 1 rublo; B de acuerdo con su
csirategia paga; la ganancia de 4 es igual a +1. Si A saca
el dos, de acuerdo con su cstralegia paga 1 rublo; a B Ie
queda sélo el recibirlo (la ganancia de A4 es igual a —1).
La ganancia media es igual a:

Gy =5 () + 4o (=1) =0,

4, A;B, (A no engada, B no le crec).

Si A saca el as, exige 1 rublo; B comprueba y como resul-
tado de la comprobacién paga 2 rublos (la ganancia es igual
a +2).

Si A saca el dos, paga | rublo; a B sélo le queda aceptarlo
(la ganancia es igual a —1).

La ganancia media ¢s igeal a:

1 1 1
@2 =5 (+2) + (= 1) = -
Construimos la matriz de! juego.
B .B| ”2
A | {cfeer) Koo creer)
A
(enga:'iar] I 0
4, (no 0 L
engafiar) ! 2

La matriz no tiene punto de silla. El valor inferior del juego
7 1 :
es «=0, el valor superior B=T' Encontremos la solucién

del juego en el terreno de las estrategias mixtas. - Empleando
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la férmula (4.2}, obiendremos:

2 1 2 A, A;

h= 1 =—:i-‘ P2=?, S:= Lesia
I+ 12

2 33

o sca, que el jugador 4 debe en un tercio de todos los
casos emplear su primera estrategia {engafar) y en dos tercios,
la segunda (no engafiar). Asi ganard por término medio el valor
del juego
veit
3
El valor v=--—;’— atestigna que cn estas condiciones ¢l jucgo

es ventajoso para A y es desfavorable para B. Empleando su
estrategia optima, A sicmpre puede asegurarse una ganancia media
positiva.

Observaremos que 51 A cmplease su estrategia mds prudente
(la mdx-min) tendria una ganancia media igual a cero (en este
caso ambas estrategias, A; y A;, son max-min). De este modo
el empleo de una esirategia mixta le da a A la posibilidad
de sacar provecho de su ventaja sobre B, la que surgié con las
reglas del juego dadas,

Determinemos ia estrategia optima de B. Tencmos:

1 1 2
m4+%0=7:m=?;m=T

B, B,

de donde S;= 1 2/, 0 sea que el jugador B debe en un
3 3

tercio de todos los casos. crcer a A y pagarle 1 rublo sin

comprobarle y en dos tercios, le debe comprobar. Entonces él

en cada jucgo, por término medio, perderd -;— Si él emplease

su estrategia min-mdx pura B; (no crecr), cn cada juego perderia
en. promedio -;—

A la resolucion de un juego 2x 2 s¢ le puede dar una
sencilla interpretacién geométrica. Supongamos que hay un juego
de 2 x 2 con la matriz.
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A B B B,
Ay @y my
A; ay az

Tomemos una seccion del eje de abscisas de longitud 1
{fig. 4.1). El extremo izquierdo de la seccién (el punto con la
abscisa x = 0) representard la estrategia A;; ¢l extremo derecho de
la seccion (x = 1), la estrategia A,. Tracemos por los puntos A,
y A las perpendiculares al eje de las abscisas: el cje I-] y ¢l eje J1-I1.

—
-
—

o

:liﬁz) x o|r,a,) r[(ﬂfj ¥

! I H i
FiG. 4.1 FIG. 4.2

Marcaremos en ¢l eje J/-f las ganancias con la estrategia A,
en el cje II-I1, las ganancias con la estralegia A,. Examinemos
la csirategia dcl adversario B,; ésta da dos puntos en los
efes I-1 y I1-1I con las coordenadas a,, y a;, respectivamente.
Tracemos por estos puntos la recta B,B,. Es evidente que
si para la estrategia B, del adversario vamos a emplcar la

Ay Ay

P P2
que serd  on este caso  aypy + app;, ostard  representada
por ¢l punto M cn la rccta ByB;; la abscisa de este punto es
iguat a p,. Llamaremos condicionalmente “estrategia B,” a la
recia B,B; que representa la ganancia con la estrategia B,.
Es evidente que exactamente con este mismo procedimiento
se puede construir la estrategia B, (fig. 4.2).

estrategia mixta §, = entonces nuestra ganancia media,
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Tenemos que encontrar la estrategia optima S:, o sca aquella
para la cual la ganancia minima (con cualquier conducta de B) llegue
al maximo. Para eso construiremos el limite inferior de la ganancia
con las estrategias B, B, o sea la linea quebrada B;NB,
marcada con trazo grueso en la fig. 4.2. Este limite inferior
expresard la ganancia minima del jugador A4 con cualquicra
de sus estrategias mixtas, ¢l punto N en el que esta ganancia
minima alcanza el mdximo es el que determina la solucion
y el valor del juego. No es dificil convencerse de que la ordenada
del punto N es el valor del juego v y su abscisa es igual

B
Oy

o
] et

(A1)

FIG. 43 FIG. 44

4 ps, la frecuencia dfl empleo de la estrategia A; en la estra-
tegia Optima mixta S,.

En nuestro caso, la solucién del juego se determind con el punto
de interseccion de las estrategias. Sin embargo, no siempre va a ser
asi; en la fig. 4.3 se muestra un caso en el cual, a pesar de que la
interseccion existe, la solucion da a los dos jugadores estrategms
puras (4, y B,), y ¢l valor del jucgo v = a,,.

La matriz ticne en cste caso punto de silla y la estrategla A,
es a ciencia cierta desfavorable, puesto que a cualquier estrategia
del adversario ella da menor ganancia que A,.

En caso de -que el adversario tenga una estrategia a ciencia
cierta desfavorable, la interpretacion geométrica toma el aspecto
representado en la fig. 4.4,

En este caso el limite inferior de la ganancia coincide con
1a estrategia B,; para-el adversario la estrategia B, es a ciencia cierta
desfavorable.
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La interpretacion geoméirica da también la posibilidad de
representar con claridad los valores inferior y superior del juego
{fig. 4.5). Para ilustrarlo, construiremos la interpretacion gecométrica
de los juegos 'de 2 x 2 que se examinaron ¢n Jos ejemplos 1 y 2
(fig. 46 y 4.7).

Nos hemos convencido de que todos los juegos de 2 x.2
pueden ser resuellos con procedimicnios elementales. De manera
completamente andloga puede ser resuelto cualquier juego de
2 x n en ¢l que tengamos s6lo dos estrategias y el adversario un
namero cualquicra.

FIG. 4.5

Supongamos quc tenemos dos estrategias: 4,, A; y cl adversario, n
csirategias: 8, B,, .., B, Esti dada la matriz || a; || formada por
dos lineas y n columnas. Andlogamente al caso de las dos estrategias
darcmos al problema una interpretacién geométrica; las n estrategias
del adversario sc represeniarin con n rectas (fig. 4.8). Construimos
el limite inferior de la ganancia (la linea quebrada B MNB,)
y hallamos en ella ¢l punto N con la ordenada mixima. Este punto

Al ‘42
da la solucién del juego (la estralegia S*A =( ; ja orde-
P P2
nada del punto N es igual al valor del juego v y la abscisa
cs igual a la frecucncia p, de la estrategia A,.
En csic caso, la cstrategia optima del adversario s& componc
dc la mezcla de dos csirategias “utiles™: B, y B, que se cruzan en cl
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punto N. La estrategia By e¢s a ciencia cierla desfavorable y la
estrategu By no es ventajosa para el caso de la estrateg!a
optima .SA Si 4 se rige por su estrategia Optima la ganancia
no cambiard, independientemente de cudl de sus estrategias
“utiles” emplee B; no obstante puede variar si B pasa a las
gstrategias B; o B..

En la teoria de los juegos se demuestra que en cualquier
juego finito de m x # existe una sclucién en la que el nimero de
estratcgias “atiles” d¢ una y otra parte no supera al menor de
los dos nimeros m y n. De esto se deduce en particular Gue en el
juego de 2 x m siempre existe una solucién en la que una y otra
parte pueden haber no mds de dos estrategias “atiles”,

/ i

V=Ifj'

ol - )
I i f I

FIG. 4.6 FIG. 4.7

—
_«—'—'—’-——w—rp II(A?J x

Empleando la interpretacion gcométrica se puede dar un
procedimiento sencillo de solucién para cualquier juego de 2 x m.
En el dibujo se encuentran directamente un par de estrategias “Otiles”
del adversario B;y B, que s¢ cruzan en el punto N (si en el punto N
se cruzan mas de dos estrategias tomamos dos cualesquicra de
¢llas). Sabemos que si el jugador 4 se atiene a su cstralegia éptima,
la ganancia no depende de la proporcién con la que B emplee sus
estrategias ‘“itiles”, en consecuencia,

P1Qyj -+ Patlzy =V,
P18y F pady, = V.

a partir de estas ecuaciones y de la condicion p, = 1 — p, encontra-
remos py, p2 ¥ ¢l valor del juégo v.
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Conociendo ¢l vator del juego se pucde inmediatamente

B, B \
determinar la estrategia optima Sp = 7% gel jugador B,
q;

Para csto, por ejemplo, se resuelve fa ecuacion:

ity Gy =V,

en la que
{” + iy =
i i
Agd
Ay
oAy
Ay

Aq q q "‘5
i ? J| 1) 4
olca,) :lw?) X
! " I ]
FIG. 4.8 FIG. 4.9

Si nosotros disponemos de i estrategias y cl adversario sélo
de dos es evidente que ¢l problema se resuelve con un procedimiento
totaimente andlogo; es suficiente observar que cambiando el signo
de la ganancia por el contrario sc puede convertir al jugador 4 de
“el que gana” a “el que pierde”. Se puede también resolver el juego
sin cambiar el signo a la ganancia; entonces el problema se resuelve
directamente para B pero se construye no el limite inferior,
sino el superior de la ganancia (fig. 4.9). En el limite se busca el punto
N con la ordenada minima, que es precisamente ¢l valor del juego v.

Examinemos y solucionemos varios ejemplos de juegos de
2x 2 y de 2 x m que son modelos simplificados de juegos que
tienen importancia prictica,



38

Ejemplo 3. El bando A manda al lugar de concentracién
del enemigo B dos aviones dc bombardeo cl I y el I1; el I vuela delante
y el Il detrds. Uno de los aviones (de antcmano no se sabe cudl)
Jlevard una bomba, ¢l otre cumple funcion de escolta. En la
zona del encmigo los aviones son atacados por un avion de caza
de B. Los aviones de bombardeo c¢stdn armados con cafones dc
diferente velocidad. Si el caza ataca el avion de detrds (el If) le
hardn fuego sélo los cafiones de este avion; st ataca al primero
lc barin fuego los cafiones de los dos aviones de bombardeo.
La probabilidad de derribar el avion de caza en el primer caso es
0,3; en ¢l scgundo es 0.7,

Si el avion de caza no es derrumbado con el fuego defensivo
de los aviones de bombatdeo, ¢ derriba el objetivo elegido con una
probabilidad de 0,6. La tarea de los aviones de bombardeo consiste en
llevar Ja homba hasta el objctivo; la tarea del caza evitar esto, o sea,
derribar el avién portador. Hay que elegir la estrategia éptima
de cada parte:

a) para A: ;Cudl de los aviones de hombardeo decbe scr
¢l portador?

b) para B: (A cuil de los aviones dc bombardeo atacar?

Resolucion. Tenemos un caso simple de juego de 2 x2; ia
ganancia es ia probabilidad de que no derriben el portador.

Nuestras estrategias:

A; — el portador es cl avidn J;

Ay — el portador ¢s el avion J1.

La estrategia del encmigo:

B, — se ataca el avién de bombardeo [

B, — se ataca el avion de bombardeo, 11,

Componemos la matriz del juego o sea encontramos la ganancia
media con cada combinacién de las estrategias,

1. A,B, (el portador es ¢l I, se ataca el I),

E! portador no serd derribado si los aviones de bombardeo
derriban al de ciza o no le derribardin pero €l no hard blanco en su
objetivo,

a,,=07403-04=10,82
2. A,B, (el portador ¢s el II, se ataca ¢l I}
az; = 1.

3. A, B, (el portador es el I, se ataca el [f)

ay; = L.
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-

4. A8, (cl portador cs el 11, se ataca el II)
dqa = 03+0,7:04 =0,58

La matriz del juego tiene la forma:

B B B
A 0,82 1

A

Ay 1 0,58

El valor inferior del juego es 0,82; el superior, 1. La
matriz no tiene punto de silla; buscamos la solucidén en el terreno
de las estrategias mixtas.

Tenemos:
P 082+ py-l=v
prol+py;-058=v
pz=1-pu
de donde

=07, p;=03

Nuestra estrategia oplima ser

S: - (Al A! )i
0,703

o sea, en calidad de portador hay que elegir con mds frecuencia
al I que el II. El valor del juego es igual a

v = 0,874.
Conocicndo\v, calculamos g, ¥ ¢; la frecuencia*dc las cstrategias
B, y B, en la estrategia optima del enemigo S, Tendremos
q;-0,82 + g5+ 1 =0,874;

G:=1-4

de¢ donde
q1=07; q=03;

o sca que la estrategia Optlima del enemigo serd

B, B
.S;:( : 1).
0.7 0,3
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Ejempioc 4. La partle A4 ataca un objetivo, la parte B lo
defiende. La parte A dispone de dos aviones; la parte B, de tres
cafiones antiaéreos, Cada avion es portador de una potenie arma
de destruccion; para que el objetivo sea destruido basta que
se abra paso hasta él aunque sea un avion. Los aviones de 4 pueden
elegir para llegar al objelivo cualesquiera de fas direcciones I, 1T 6
HI (fig. 4.10). ;

>

i

FIG, 4,10

El cnemigo (la parte B) puede colocar cualquiera de sus caiiones
en cualesquiera de las direcciones; cada cafion solo podrd hacer
impacto cn ¢l espacio de la direccion dada y no cn el de las
dirccciones vecinas. Cada caiién pucde hacer fuecgo solamcnte
a un avion: el avion abatido se derriba con la probabilidad
I. La parte A no sabe donde cstdn colocados los caiiones; la
parte B no sabe por donde vendrin los aviones, La tarea de la
parte A es destruir el objetivo; la tarca de la parte B, no
permitir su destruccion, Encuéntrese la solucién del juego.

Resolucion, Esto resulta ser un juego de 2 x 3. La ganancia
es la probabilidad de fa destruccion del objetivo. Nuestras posibles
estrategias son:

A, — mandar un avién por cada una de las dos direcciones
diferentes.

A, — mandar los dos avienes en una sola direccion.

La estritegin del enemigo serd:

B, — colocar un cafién en cada direccion.

B, — colocar dos cafiones en una direccion y uno en otra.

B; — colocar los tres cafiones en una sola direccién.
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Compondremos Ja matriz del juego.
1. A,B, (los aviones vuelan por diferentes direcciones: cada
cafién esta colocado en una direccion).
Es evidente que asi no se abrird paso ni un solo avion al
objctivo:
ayy =0,

2. A;B; (los aviones vuelan juntos en una direccidén; cada
cafion estd colocado en una direccidn). Es evidente que asi up avidon
se abrird paso al objetivo sin ser derribado:

dy) = 1.

3. A;B; (cada avion vuela en diferente direccién; cl enemigo
defiende dos direcciones y deja de defender la  tercera). La
probabilidad de que aunque sea un avion se abra paso 4l objetivo serd
igual a la probabilidad de que uno de ellos elija la direccion
vulnerable.

{2 ="3_

"4, A,B, (los aviones vuelan juntos en una direccion; el
enemigo defiende una direccién con dos caiones y otra, con uno
o sea que de hecho defiende una sola direccién y deja vulnerables
dos). La probabilidad de que aunque sea un avién se abra paso
hasta el objetivo es igual a la probabilidad de que ¢l par de aviones
elija una de las direcciones que de hecho han quedado sin
defensa:

2
dyq = —.

3
5. A;B; (los aviones vuelan en diferentes direcciones; el enemigo
defiende con los tres cafiones solo una direccion).
dyja = 1.
6. A,B; (los aviones vuelan junios; el enemigo defiende con
los tres cafiones solo una direccion).- Para que el objetivo sea

destruido los aviones tienen que elegir una de las direcciones que
quedaron sin defensa:

2
fdz3 = "?<
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La matriz del jucgo es:

A B B'I B} By

Ay 0 2, 1

A;’. | 2;'1_\ ZJ'I 1

En la matriz s¢ ve que la estrategia B; es a ciencia
cicrta desventajosa con relacidon a la B, (eso se hubiese podido
resolver antes). Tachando ta estrategia B; el juego se reduce a un
jucgo 2 x 2,

! ¥l
1 8, 8,
8
8 2
2 : ['
1
1 'v=,{, 82
|
B, !
0](a,) - if(a) * TR
2
I i i
FIG. 4.11 FIG. 4.12
4 B B, By
A 0 2y
A, i 2y,

La matriz tiene punto de silla: el valor inferior del juegc%

coincide con el superior.

Al mismo tiempo observaremos que para nosotros (A) la
estrategia A, es a ciencia cierta desfavorable. En consecuencia:
las dos partes A y B deben siempre emplear sus estrategias puras
A, y B; 0 sea, debemos mandar los dos aviones juntos eligiendo
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aleatoriamente la direccién por la que los mandamos; el enemigo
debe colocar Jos cafiones asi: dos en una direccion y uno en otra, la
eleccion de estas direcciones también debe realizarse aleatoriamente
{aqui, como vemos, las “estrategias puras” ya incluyen el elemento
aleaiorio). Empleando estas estrategtas Optimas siempre obtendre-

5 ; 2 AT ;
mos una ganancia media conslante 5| osea el objetivo serd des-

truido con una probabilidad de % :

Observemos que ja solucion encontrada del juego no es la
unica; aparte de la solucion compuesta dc estrategias puras
existc un sector cntero de estrategias mixtas optimas del jugador

A, desde p, =0 hasta p, =— (fig. 4.11). Es facil, por ejemplo,

.

. . o .
convencerse de que la misma ganancia media 5 se obtendra

si empleamos nuestras estrategias A, y A, en las proporciones
i 2
3 X3
Ejemplo 5. Las mismas condiciones del ejemplo anterior, pero
tenemos cuatro posibles direcciones de ataque y el enemigo
dispone de cualro cafiones.

Resolucidn. Tenemos como en los casos anteriores dos estrategias
posibles:

A, — mandar los aviones aparte,

A, — mandar los dos aviones juntos.

El cnemigo tiene cinco estrategias posibles:

B, (} + 1+ I 4+ 1) —colocar un cafién en cada direccion;

B, (2 + 2) — colocar dos cafiones en cada una de- las
dos direcciones dilerentes;

By(2 + 1 + 1) — colocar dos cafiones en una direccion y
unno en cada una de las otras dos direc
cioncs; ;

B, (3 + 1) — colocar tres cafiones en una direccion y uno
en otra;
Bs (4) — colocar los cuatro cafiones en una sola
direccion.
De antemanc prescindiremos de las estrategias By y By como
desventajosas a ciencia cierta. Haciendo razonamientos semejantes

de



44

a los del cjemplo anterior construimos la matriz del juego

B:. & B B
2 3
r CHi% | e+ je+r+D
A1 0 5}{) 1;2
4 1 i, Y,

; : [ " 3
El valor inferior del juego cs L el superior, g

La matriz po tiene punto de silla, la solucién se encuentra entre
las estratcgias mixtas. Empleando la interprclacion geométrica
(fig. 4.12) destacaremos las estrategias “Gtiles” del encmigo: B; y B;.

Las frecucncias p, ¥ p; se determinan a partir de las ecuaciones

p150+(*—P1)-1=v;
|

3 [ = — =V

" 6+( ™) ) v,

de donde

. o—— 5
M= 8.]’2w g

0 sea que nuesira estrategia optima es:

st oM 4
39
8 8

: . . 5 ;
Al emplearla nos aseguramos una ganancia media de T Concciendo

el valor del juego v "_'% encontramos la frecuencia ¢, ¥ ¢; de las
estrategias “utiles” del cnemigo:

5 5
q1-0+(1 —‘]'1)“?-“ 3

[

1
¢h=?; q; =
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La estrategia Optima del enemigo serd:
B, B,
3

L
39

*
Sg=

Ejemplo 6. La parte A disponc de dos estrategias 4, y A, la
parte B, de cuatro B,B,, By y B, La matriz del juego es la
siguiente:

A Bl B8 B, B By
A 3 4 i0 12
A; ] 4 3 2

Encuéntresc la solucion del juego.
Resolueion. El valor inferior del juego es 0,3; el superior 04.
La interpretacién geométrica (fig. 4.13) muestra que las estrategias

B‘
8
3
8,
Byl 8,
&, /‘. v &
1 1 8‘
o] ¢4 7|04
! I

FIG. 4.13

itiles del jugador B son By vy B, o B, y By El jugador A
tiene un ndmero infinito de estrategias Optimas mixtas: en la

estrategia optima p, puede variar desde -;— hasta —:- El valor del

juego es v =4. El jugador B tiene la estrategia Optima pura B,



§ 5. METODOS GENERALES
DE RESOLUCION
DE JUEGOS FINITOS

Hasia ahora sélo hemos examinado los juegos mds elemen-
tales del tipo de 2 x n, que pueden ser resucltos muy fcilmente
¥y que admiten upa interprelacién geométrica comoda y evidente,

En el caso general, la resolucion de juegos de m x i represenia
un problema bastaute dificil, la complicacién y la cantidad de cdl-
culos necesarios para su resolucion crecen bruscamente al aumentar
m y n. Sin embargo, cstas dificultades no son de principio y sélo
estdn ligadas a una cantidad de cilculos muy grande gue en una
serie de casoy pucden resultar pricticamente irrealizables. La parte
fundamental del método de biisqueda de solucion es la misma para
cualquicr m.

Ilustremos esto en ¢l ¢jemplo del jucgo' de 3 x n. Le daremos su
interpretacion geométrica, ahora ya espacial. En la superficic xOy
represcntaremos nuesiras ires estrategias A, A, y 4, con tres puntos;
el primero sc encuentra en el origen de las coordenadas (fig. 5.1),
el segundo y el tercero, en los ¢jes Ox y Oy a la distancia | del
origen.

Por fos puntos A, A, y A3 perpendicularmente a la superficie
xO0yse trazan los ejes 1~ 1, 1f ~[1 y III— 111 En el ¢je I —1I se marca
la ganancia con la estrategia A, cn los ejes {I — 1{ y III —1II la
ganancia con las estrategias A,, A;. Cada esirategia del adversario
B; se representa con una superficic que corte en los ejes [—1,
11~ 1Ty 111 =111 segmentos iguales a las ganancias con las estrategias
correspondientes A, A;, A; y la estrategia B;. Construyendo de
¢sta mancra todas las estrategias del adversario obtendremos una
familia de superficies sobre el tridngulo 4,, A;, A, (fig. 5.2). Para
esta familia también se puede construir el limite inferior dc la
ganancia como lo hicimos en el caso del juego de 2 x 1 y encontrar
en ese limite el punto. N con la altura mixima . sobre la superficie
xOy. Esta altura serd el valor del juego v. Las frecucncias pi, pa
p3delas estrategias A, A;, A, en la estrategia optima §, sc determi-
nardin con las coordenadas (x, y) del punto N y serdn:

pa=x; pp=)s p=l-p-p;

No obstante, una construccién geométrica tal, incluyendo el
caso de 3 x n, no es ficilmente rcalizable y exige gran gasto dc
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tiempo y esfuerzo de: imaginacion. En ¢l caso gencral del juego
ésta sc {raspasa a un espacio m-dimensional y pierde toda su
evidencia a pesar de que el cmpleo de la terminologia geométrica
en vna serie de cdsos puede resultar util. Al resolver juegos de m x n
en la practica es mids comodo emplear no andlogos geométricos sino
métodos analiticos de cdlculo, sobre todo teniendo en cuenta que
para la resolucion de los problemas cn las mdquinas computadoras
estos métodos son los Unicos utites. Todos estos métodos, en esencia,

i i fi

"I?

i i i
FiG. 5.1

se reducen a la resotucién del problema a base de una sucesion de
pruebas; ahora bien, la ordenacidn de la sucesion de las pruebas
permite construir un algoritmo que conduce a la solucion del
modo mds econdmico.

Aqui nos detendremos brevemente en un método de calculo
de resolucion de juegos de m x n, en el mélodo llamado de “pro-
gramacion lineal”,

Para esto expondremos ante todo el plantcamiento general del
problema de la busqueda de la solucion del juego de m X n. Supon-
gamos que se da un juego de m x n con m estrategias A, A, ..,
A,, del jugador A y n estrategias B,, By, ", B, del jugador B y sc
da 1a matriz de pagos | ay; |-
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Hay que encontrar la solucién del juego o sea dos estrategias
optimas mixtas de los jugadores A y B.

. Agody s Ay . B, B, ... B,
SA= : Sﬂ= Lo ;)
PrP2 - Pm 41 4z - Gy
donde py + ... +p,=1;4; +... + ¢, =1 (algunos de los nameros

Py 4 pucdsn ser lgual a ccro}

Nuestra cstratcgia déptima S,. debe asegurarnos una ganancia no
menor que v con cualquicr conducta del advcrs;ar:o y una ganancia
igual a v con su ¢strategia optima (la estrategia Sp). En forma andloga -
la estrategia S; debera ascgurar al adversario una pérdida no mayor
que v con cualquicr conducta nuestra ¢ igual’a v con nuestra
conducta optima (la estratcgia S7).

La suma del valor del juego en ol caso dado nos es desconocida;
consideraremos que serd igual a cierto ntimero positivo. Suponiéndolo
asi nosotros no infringimos la gencralidad de-los razonamientos;
para quc sca v > 0, evideniemente, es suficicnte que todos los
clementos de la matriz | ;| no sean negativos. Esto siempre
se puede conseguir sfindiendo 4 los clementos H a;; || una magnitud
positiva L lo suficientemente grande; entonces el valor del juego
aumentarda en L y la solucion no cambiard.

Supongamos que hayamos elegido ya nuestra estrategia optima
S% Entonces nuesira ganancia media con la estrategia del adver-
sario B; serd igual a:

a; = pidy; + palyj + o+ Pty
Nuestra estrategia Optima poscc la propiedad de que asegura con
cualquicr conducta del adversario una ganancia no menor que v,
en consecuencia cualquiera de los nimeros «; no puede ser menor
que v. Obtenemos una serie de condiciones:
Prttyy b P2Qzy + oo Pl

Prfiyg F Palag + .. Pl

=
=

= =

(5.1)

Pithie + Paap G T Pmbln 2V
Dividimos las desigualdades (5.1) por la magnitud positiva v y

designamos
P2

~;~=§.; —=&;...; —=&,
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Entonces la condicién (5.1) sc_anotard de la forma siguiente:

apéy+anby + ot abnz 1, i
ay2by + @226 o+ Aol 2 1, (5.2)

alnt.\l + a2n§1 +...+ amnE:m 2 l!

donde &,, &, .... & no son nimeros negativos. Puesto que
pi+ p2+ ...+ pn=1, tencmos que las magnitudes §,, &;, ..., E,
satisfacen la condicién:

I
gl+g2+~"+ém=: {5-3)

Queremos hacer que nuestra ganancia ascgurada sea la maxima
posible; ¢s evidente que en cste caso ¢l segundo micmbro de la
igualdad (5.3) tomard un valor minimo.

Asi que ¢l problema de la bisqueda de solucion del juego se
reduce al siguiente problema matemdtico: caleular lus magnitudes no
negativas &y, &z, .11y Ly que satisfagan la condicion (5.2) de manera
que su suma

=& +5+... + &

sea la minima,

Corrientemente, al resolver preblemas relacionados con la
busqueda de valores extremos (mdximos y minimos), diferencian
la funcion ¢ igualan las derivadas a cero. Pero en este caso tal
procedimiento es iniitil, ya gue la funcién @ que hay que reducir
al minimo es lineal y sus dcrivadas para todos los argumentos
son iguales a uno o sca que ea ninguna parte se convicrten
en cero. En consecuencia, ¢l maximo de la luncidon se alcanza
en algin lugar del limite de la region de variacion de los argumentos
que se determina por la exigencia de que los argumentos no sean

. negativos y por las condiciones (5.2). El procedimiento de cdlculo

de valores extremos por medio de la diferenciacién -tampoco
puede utilizarse cn aquellos casos cn que para l resolucion del
juego se determina el maximo del linite inferior {0 el minimo del
superior) de la ganancia como lo haciamos, por ¢jemplo, para
resolver juegos de 2 x . En efcelo, ¢l limite inferior estd compuesto
de segmentos de lincas rectas y e} mdximo sc¢ consigue no en el
punto donde la derivada es igual a cero (po existe un punto
tal), sino en el limite del intervalo o en cl punio dc intersec-
cion de las rectas.
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Para resolver scmejantes problemas {que sc encuentran en la
practica con bastante frecuencia) en la maienyitica se ha elaborado
un cenjunlo de procedimientos especiales de programacién lineal.

El problema de programacion lincal s¢ plantca del modo
siguicnte:

Se da un sistema de ccuaciones lincales:

ap Gy +and +...+ant, =8,

26y + daaby + oo+ Ak = b,
(5.4)

alnEﬂ +lgbat ...+ “mn&u: = by,

Hay que encontrar los valores no negativos de las magnitudes
"B By ...y & que salishgan fas condiciones (5.4) y al mismo
tiempo que reduzean al minimo la [uncién lineal homogénca dada
de las magnitudes &, &;, ... &, (la forma lincal)

B =&+ g+ b

Es ficil convencerse de que el problema cxpuesto anteriormente
sobre ia teoria dec los jucgos cs un caso particular del problema
de Ja programacidn lincal en ¢l que ¢, =¢ca=...=¢, = 1.

A primera vista puede parecer que las condiciones (5.2) no
equivalen a las condiciones (5.4) puesto que en lugar de fos signos
de "igualdad aparecen signos de desigualdad. No obstante es
facil librarse de los signos de designaldad, incluyendo las nuevas
variables ficticias no ncgativas z,, =z, ..., 2, y escribiendo las
condiciones (5.2) asi:

=1
it3261 +aga8s + . F gk, — 2z =1, (5.5)

La Tuncion @ que hay que reducir al minimo es igual a
=g, +6+...+&

La programacién lineal permite por medio de una sucesion de
pruebas relativamente poco numerosa escoger los valores de &,
24+ .- & que satisfagan las exigencias planteadas. Para mds claridad
aqui mostrarcmos ek empleo directo de estos métodos en el caso
de solucion de juegos concretos.
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Ejemplo 1. Se requiere encontrar la solucion del juego 3 x 3
dado en ¢l ejemplo 2 del § | con la matriz

e K. B, By
Ay 2 -3t 4
A -3 4 -5
A 4 | ~5 6

Para hacer que todos los a;; sean no negativos afadiremos a todos
jos clementos de la matriz L= 5. Obtendremos la matriz:

P Bl B B i
A 7 2 9
Ay 2 9 0
As 9 0 L

Eatonces el valor dcl jucgo aumentard en 5 y la solucién no cam-
biar. '

Determinemos la estratcgia optima Sy Las condiciones(5.2)
ticnen la forma:

TE, + 28, + 985 = 1,
28, + 95, =1, (5.6)
9, + 1E; = 1,

donde &, = L\:_; £, =PTz; &= Ts

Para librarse de los signos de desigualdad introduciremos las
variables ficticias z,, 23, 23; las condiciones (5.6) adquiercn ¢l especto
siguicnte:

TE +2E, 498 -z =1,

2&1"‘9[’,2 ""'Zz=l, {5.7)

9§1+ “g;—z;=i<

La forma lineal @ sera:
D=F +E+&;

y dcberd hacerse lo menor posible.
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Si las tres estrategias de B fuesen “itiles”, las tres variables
ficticias z,, z;, z; se convertirian en cero (0 sea que la ganancia,
igual al valor del juego v se va a conseguir con cada estrategia B;).
Pero por ahora no tcnemos fundamento para afirmar que las
tres cstratcgias son “tiles”. Para comprobar esto intentemos expresar
la funcién @ mediante las variables ficlicias z,, z,, z; y veamos
si conseguimos el minimo de la forma suponiéndolas igual a cero.
Para eso recsolvamos las ecuaciones (5.7) con relacion a las variables
1, £2, & {0 sea expresaremos &, &,, &, por medio de las variables
ficticias zy, 2;, 23):

9 Bl O
=g gttty o
I VT, | CYUNS A
=gt s T g (5.8)

IR T N
S =t g T35 g o

Sumando &, &, y &, oblendremos:

e L. o ..,
b= 5+ 2041+ 104.2"“ 2023. {5.9)
En la expresion (5.9) los coeficientes de todas las z son positivos;
eso quiere decir que cualquier aumento de zy, z;, z3 mayor
de cero solo puede llevar al aumento de la funcion @, pero nosotros
queremos que ésla sea minima. En consccuencia, los valores de
zy, 23, z3 que hacen minima la funcion (5.9) son

fy=iy=Iy= 0.
Colocdndolos en la férmula (5.9) encontramos ¢l valor minimo

de Ja funcién &:
1 1

v 5
de donde el valor del juego seri:

"

ve=5

Colocando los valores cero de zy, z;, z3 en la formula (5.8)
encontraremos

& =3g" §1=T6; 5;3‘—"%,
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y multiplicindolos por v,
1 I |

P:“—“z; !72=“'5; Ps=”:1*-
Asi que se ha enconitrado la estrategia optima de A
Ay Ay A
S: . H 2 3
LIy
4 2 4

o sca que debemos en una cuarta parte de todos los casos escribir
la cilra 1. en la mitad de los casos, fa 2 y en la cuarta partc
restante, la 3.

Conociendo ¢l valor del juego v =5 se puede encontrar, con
los métodos ya conocidos, lu estratogia optima del adversario

BI Bg 33
Sn= ( )
4 g2 43
Para eso utilicemos dos cualesquiera de nyestras estrategias “Gti-
les” (por cjemplo 4, y A3) y escribamos las ecuaciones:
2(]1 + 9(]'2 =5
9, + HH{1 —q2 —qy) =5

de donde ¢, = g4 =—l: g =T]' La estrategia dptima del adver-

4
sario serda Ja misma que la nuestra:
" By B; By
Se=l g1 4 o
4 2 4

Volvamos ahora al juego inicial (todavia no reformado). Para
ello sélo hacc falta sustraer del valor del juego v =5 la magnitud
L=35, que se afiadio a los clementos de la matriz. Obtendremos el
valor del juego imicial vy = 0. La deduccion consiste en que las
cstrategias Optimas de las dos partes aseguran una ganancia media
igual a cero; ¢l juego ¢s en la misma medida ventajoso o desventajoso
para las dos partes.

Ejemplo 2. El club deportivo A dispone de tres variantes de
composicidn de su equipo A;, A; y Aa. El club B, también de tres
variantes B,, B, y Bj. Al hacer la solicitud para la participacion
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cn un campeonato ninguno de Jos clubes conoce la alineacion que
elegira el conirario. La pr()b‘lbl]lddd de la victoria dcl club A4 con
diferentes variantes de composicion de su equipo es mds o menos
conocida por la experiencia de los encuentros anteriores. Esto se
expresa cn la matriz

A B3 & I B
Ay 0,8 0.2 0.4
Ay 0,4 0.5 0.6
Ay o1 | 07 0.3

Hay que encontear fa [recuencia con la cual los clubes dehen
presentar cada una de las alineacioncs en los encuentros mutuos
para consepuir el promedio maximo del niimero de victorias.

Resolucidon. El valor inferior del jucgo es 0.4; el superior, 0,6;
buscamos la solucion en la region de las cstrategins mixtas. Para
no tener decimales multiplicamos todos los elementos de la matriz
por i0; entonces cl valor del juego aumentard en 10 veces y la
solucién no cambiard. Obtendremos asi la matriz siguicnte:

A ] B, B
A 8 2 4
Ay 4 5 6
Ay | 7 3

Las condiciones (5.5) tomarin la forma:

8E +4E; + &3 —z =4,
ZEA + 5&2 + 7%3 - = l, [5]0]
4G, + 66, + s ~ 23 = L,

y la condicion del minimo
= F,l + &‘;1 -+ i;\ = min,

Comprobamos si son “Gliles” las tres cstrategias del adversario.
En calidad de hipétesis al principio supondremos que las variables
ficticias z,, z, z3 son iguales a cero. Para comprobarlo, resolveremos
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las ecuaciones {5.10) con relacion a &,, &, &a:

0 . 27 6 23
e =TI e
N e 35V e g
bl B 00 .
27136 136 YT 1367 T 136
8 8 . 12 2
e T T B v By T

de donde i
136 = 30 + 13z, + 18z; = Slz,. (5.12)

La formula (5.12) muestra que el aumento de las variables 7, y 2, con
refacion 4 su supuesto valor cero solamente puede hacer aumentar
a @, mientras que el awmento de £ puede hacer disminuir a ®.
No obstante, hay que realizar con prudencia el aumenlo de z,
para que las magnitudes &;, &;. E,, que dependen de z3, no se hagan
negativas. Por eso pondremos en el segundo miembro de las
igualdades (5.11) las magnitudes z, y z, igual a cero y aumentaremos
la magnitud z, hasta el limite admisible (hasta que alguna de las
magnitudes &,, &, &3 se convierta en cero). En la segunda
igualdad (5.11) observamos que con ¢l aumento de z; la magnitud
£, “esta exenla de peligro™, con eso ella solamente aumentari.
En lo que se refiere a las magnitudes &, y &;, aqui es admisible el
aumento de 2z, solo hasta cierto limite. La magnitud &, se convierte

cn CEro ¢on zy = Y
Ty B
23

¥y COn zj =—l, En consccuencia, dando a z; su valor midximo
admisibie z3 = —l—, nosotres haremos que fa magnitud &, sea igual
a cero.

Para comprobar si la funcién ® se hace minima con z; =0,
z; = 0,&, = 0, expresaremos las olras variables (las no iguales a cero)
por medio de z;, z,, &; las que suponemos igual a cero.

Resolviendo las ecuaciones (5.10) con relacién a &;, £, y z; obten-
dremos:

; la magnitud &5 sc convierte en cero anies,

5 4 23
L e

-
33
o B 28 8. .M
e patgpu- g
B
33

8 136
taghatn- 5 Es,
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de donde

32 =7 4+ 3z, + 4z, + &, (5.13)
De la formula (5.13) se deduce que cualquier aumento de las magni-
tudes zy, z;, &; sobre sus supuestos valores cero solamente puede

conducir a un aumento de la funcidon @. En consecuencia, s¢ ha
encontrado la solucion del juego; ésta se delermina con los valores

n=n=E=0
de ahi

i 3.0

51=§1 E,z=?1 £
Colocdndolos en ta férmula (5.13) encontraremos el valor del jucgo v:
32<D=7=£m; \r=£—.
v 7

Nucstra estrategia optima seri:

AI As
* 2
SA-_- | 6

P 5

Las estrategias “itiles” (las composiciones A, ¥ A;) deben emplearse

. oo 6 . . e
con las frccuencias E7 Y =5 la composicion A; no debe usarse
nunca.

En el cuso general, para cocontrar la estrategia optima del
adversario se puede proceder asi: cambiar por el contrario el signo
de la ganancia, afiadir a los clementos de la matriz la magnitud
constante L para hacerlos no negativos, y resolver el problema
para ¢l adversario lo mismo que to hemos resuclto para nosotros.
No obstante, ¢l hecho de que ya conozcamos el valor del juego v en
cierta medida simplifica la tarea. Ademds, en este caso concreto, el
prablema ticne otra simptificacion complementaria puesto que en su
solucién participan solo dos cstrategias “utiles”™ del adversario, la
B, y la B,, ya que la magnitud 25 no es iguak a cero y entonces con la
estrategia By no se aleanza el valor del juego. Eligiendo cualguier
estrategia “util” del jugador A, por ejemplo 4, se pueden encontrar
las frecuencias ¢, y ¢;. Para ello anotaremos la ecuacion

32

8y + 2(1 — q4) =g



de donde
et -
‘h—;.; Ja = 7

la estrategia Optima del adversario serd:

§ B, By
13 &}
7 7

o sea que ¢l adversario no debe emplear Ja composicién By y las com-

posiciones B, y B; se deben emplear con las {recuencins -Ei— y —g—

Volviendo a la matriz inicial determinaremos ¢l valor real del
juego
32

Vo= t0 = 0,457,

Eso quiere decir que si ¢l nimero de encuentros ¢s grande,
el nimero de victorias del club 4 serd el 0457 dc todos les
encuentros.

§ 6. METODOS APROXIMADOS
DE RESOLUCION DE JUEGOS

En los problemas prdcticos frecuentemente no hay necesidad de
cncontrar una solucién exacta del juego; es suficiente encontrar
una solucion aproximada que dé una ganancia media cercana al
valor del juego. Un anilisis sencillo de Ja matriz y la determinacién
del valor inferior (@) y superior () del juego pueden dar un cono-
cimienle aproximado del valor del juego v. Si a y B son cercunos,
no hay necesidad prdctica de realizar la bisqueda de una solucién
cxacta, serd suficiente elegir las estrategias min-mdx puras. Cuando
oy P no sean cercanos se puede oblener una solucion admisible
para la prdctica con ayuda de los métodos numéricos de resolucian
de juegos. Dec éstos examinaremos brevemente el método de
iteraciones.
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La idea del método de iteraciones se reduce a lo siguiente:
se juega a un “experimento mental” cn el cual los adversarios 4 y B
emplean uno contra otro sus estrategias. Bl experimenio consta
de una sucesion de juegos clementales, cada uno de los cuales tiene
su matriz del juego dado. Sc comienza con que nosotros (¢l jugador A}
elegimos en forma arbitraria una de nuestras estrategias, por cjcmplo
la A;. El adversario contesta con su estrategia B; menos ventajosa
para nosotros, o sca que lleva al minimo la ;,anancla de Ja estrategia
Ap. A esta jugada contestamos con nueslra estrategia A, que dé la
ganancia media mdxima at emplear el adversario la estrategia B,
De nuevo le conduce ¢l turno al adversario, El responde a nuestras
dos jugadas A; y A4, con la estrategia que nos dé [a menor ganancia
media con nuestras dos estrategias {la A; y 1a A4,), cte. En cada paso del
proceso ierativo cada jugador responde a cualquicr jugada del otro
jugador con la cstrategia que sca optinma con relacion a todas las
Jugadas anteriores del adversario, examinadas como cierta estrategia
mixta en la que las estrategias puras estdin representadas en fas pro-
porciones corrcspondientes a la frecuencia de su empleo.

Este procedimiento, podriamos decir, ¢s una especic de modelo
real de “aprendizaje” de los jugadores en cl cual cada uno de ellos
en el experimento estudiu cl posible modo de conducta del adversario
y procura responderle de la forma mds ventajosa para si mismo.

Si esta imitacién del proceso de aprendizaje se prolonga un
tiempo suficientemente largo, la ganancia media correspondiente a un
par de jugadas (a un juego elemental) tenderi a igualarse al valor del
juego y las frecuencias py. .. Pt @1y w0 o con las que se encuen-
tran las estrategias dc los jugadores en csta competicion se acercara
a las frecuencias que determinan la estrategia optima. Los cilculos
muestran que ta convergencia del método es muy lenta; sin embargo,
esto no es un obstdculo para las veloces mdquinas de com-
putacion.

Ilustremos el empleo del método iterativo en el caso del juego
de 3 x 3, resuclto en el gjemplo 2 del pacrafo anterior.

El juego se da con la matriz:

4 Bl B, By -
Ay 8 2 4

" Ay 4 5 6
Ay 1 7 3
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Tabla 6.1
" i B B By J Ay Ay | A3 v v v*
L1 3] 7 30T 7| @t a4l 8 4,50
p A 9 71312101 413501600475
3Lyl P m b2 a5 ] 0t §3,67 4500|433
422047617 F2|1671201 8 £400 (500450
5{ 2|25 | 21|23 )2 |18 35]25 [[420]500 4,60
6|2 |20|26]|20{2 |20 (30|32 {433]533]4382
70 3 130 33321 |28 (34|33 |420]4,586]4,57
gl 213 [38 |38 )1 {36 || 34 a25]475]450
9] 2 138 [ 43 | 44 |1 | 34 | 42|35 |423 (4389|456
10l t |46 | a5 | ag | 2 | 40} 37 | 42 450 | 470 | 4.60
1] 2 |50 |30 | 54 |1 |34 | 51|43 §455(491]472
120 138282 | 56| 5 | 50 |433]466]449
13| 2| 62|57 |64 |2 | 58 ]G | 57 §438]4,70 [4,54
1l 2 le 62| 700%t2 |60 | 66 | 64 [4.43 471|456
150 2 70 |67 | 7y 2 |62 | 78 |71 |447]473] 4060
w6l 3t 7ol v 0|75 72 | 444 | 469|456
170 2175 9 bss | vl s | 79 73 1441|465 453
18217 |88 ot |1 | % |8 |74 1439478458

En la tabla 6.1 se presentan los primeros 18 pasos dcl proceso
iterativo. En la primera columna aparece el nimero de orden
del juego elemental (del par de jugadas) »; en ia segunda, el nimero
i de la estrategia elegida por el jugador A; en las tres siguientes,
“ta ganancia acumulada” en los primeros # juegos con las estrategias
B,, B, B, del adversario. De cstos valores, el menor estd subrayado.
En las columnas siguientes se encuentran el nimero j de la cstrategia .
elegida por ¢l adversario y correspondientemente la ganancia acumu-
lada en n juegos con las estrategias Ay, 4, Ay; entre estos valores,
los mayores estdn sefialados con una rayita por encima. Los valores
sefialados determinan la eleccion de la esirategia con la que
contestard el otro jugador. En las columnas restantes se indica
sucesivamente: la ganancia media minima v que es igual a la ganancia
minima acumulada dividida por la cantidad de juegos n; la ganancia
media mdxima vV que ¢s igual a la ganancia mdxima acumulada dividida

per n vy la media aritmética de estas dos v* =-‘—5-%~V~. Al aumen-
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tar n, las tres magpitudes v, ¥ y v* se van acercaado al valor del
juego v, pero la magnitud v*, como es natural, se acercard a €l de una
manera relativamente mds ridpida.

" Como se deduce del gjemplo, la convergencia de las iteraciones
es muy lenta, no obstante un pequeiio cdlculo como éste da posi-
bilidad de encontrar los valores aproximados del valor del juego
y revelar el prevalecimiento de las estrategias “atiles™. Al emplear
las mdquinas computadoras ¢l valor del método aumenta considera-
blemente.

La ventaja del método iteracional de resolucidn de juegos
estd en que la cantidad y la complejidad de los cdlculos crecen
relativamente poco al aumentar ei nimero de cstrategias m y .

§ 7. METODOS
DE RESOLUCION
DE CIERTOS JUEGOS INFINITOS

Juego infinito s¢ denomina a un juego en el que por lo menos
uno de los adversarios tiene una cantidad infinita de estratcgias.
Los métodos generales de resolucion de tales jucgos estdn todavia
poco elaborados. Sin embargo, para la prictica pueden ser de interés
casos particulares que ticnen una solucion relativamente sencilla.

Veamos el juego de dos adversarios A y B cn el cual cada
uno de elfos ticne una cantidad infinita (incontable) de cstrategias;
estas estrategias para ¢l jupador A corresponden a diferentes valores
del pardmetro x que cambia constantemente y para el B, dcl
parametro y. En el caso dado, en lugar de la matriz || a;ll, el
juego estd determinado por cierta funcién a (x, y) de dos argumen-
tos que varian constantemente, a la que llamaremes funcion de la
ganancia (observaremos que la propia funcién e (x, y) no tiene
que ser obligatoriamente continua. La funcién de la ganancia a(x, y)
puede representasse geométricamente como una cierta superficie que
se ‘encuenira sobre la region de fos cambios de los arpumentos
(x, ¥) {véase la fig. 7.1).

El andlisis de la funcidon de la ganancia a{x, y) se¢ realiza cn
forma Similar al andlisis de la matriz de pagos. Primero s¢ encuentra
el valor inferior del juego o; para ello se determina para cada x el
minimo de la funcidn a(x, y) entre todas las y:

min a(x, y);
y
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después se busca ¢l maximo de estos valores entre todas Jas x (el
max-min):
o =mdx min a(x, y.
x ¥
El valor superior del juego (el min-mdx) se determina andlogamente:
B = min mdx aflx, y).
y o ox

Veamos ¢l caso en el que o = B. Como el valor del jucgo v siempre
se encuentra entre & y B, su valor general serd precisamente v.

La igualdad o = B significa que la supetficie a(x, y) tiene punto
de silla, o sea un punto tal con las coordenadas xg, yo, €n el cual
a(x, y) es al mismo tiecmpo el minimo entre las y y ¢l maximo entre
las x (fig. 7.2).

El valor de a(x, y) en este punto ¢s el valor dei jucgo v:

v = a{xp¥o)-

La existencia del punio de silla significa que este juego infinito
tiene solucion en el terreno de las estrategias puras; X, Yo son las
estrategias dplimas puras de 4 y B. En el caso gencral cuando a #
el juego puede tener solucion sdlo en Ia region de estrategias mixtas

(posiblementc no s6lo la unica). La estrategia mixta para los juegos
" infinitos secrd una cierta distribucién de probabilidades para las
cstrategias x ¢ y examindndoias como magnitudes aleatorias. Esta
distribucién puede ser continua y determinarse por las densidades
fi(x} ¥ f2 (¥); puede ser discreta en cuyo caso la estrategia optima
constard de un conjunto de estrategias puras aisladas quc se eligen con
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determinadas probabilidades diferentes de cero. Para cl caso en cf
que el juego infinito no tiene punto de silla s¢ puede dar una clara
interpretacion geométrica del valor inferior y superior del juego.
Veamos un juego infinito con Ia funcion de ka panancia a(x, y) y con
las estrategias x, y que cubren cn forma continua los segmentos de los
ejes (xy, x2) ¥ (¥4, ¥2). Para determinar el valor inferior del juego o hay
que “mirar” la superficic a(x, y) desde ¢l gje y o sea proyectarla
en ¢l plano xOa (fig. 7.3). Obtendremos cierta figura limitada a los

FIG. 7.3 FiG. 7.4

fados por las rectas x = x; y x = X, y arriba y abajo, por las curvas
K,y K, Es evidente que el valor inferior o del juego no es mds
que la ordenada midxima dela curva K. Andlogamente, para encontrar
el valor superior del juego B habra que “mirar™ la superficie « (x, y)
desde cl cje Ox (proyectar la superficie en el plano yQa) y encontrar la
ordenada minima de la proyeccién del limite superior K, (fig. 7.4).

Examinemos dos ejemplos clementales de juegos infinitos.

Ejemplo 1. Los jugadores Ay B tienen cada uno una innumerable
cantidad de posibles estrategias x & y, ademds

O0<x<l; 0y
La funcién de la ganancia tiene la expresion;

alx, ¥ =(x— v
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Hay que encontrar la solucién del juego.

Resohicién, La superficie a(x, y) es un cilindro parabdlico
(fig. &5) y no tiene punto de silla, Determinemos el valor inferior
del juego; es. cvidente que para todas las x min a(x, y)=0; de
donde

o= miix mji’n a(x, yy=0.

Detcrminemos el valor superior del juego. Para ello, coni una y fija

FIG. 7.5 FIG. 7.6

debemos cncontrar
mxzix (x — y)°.
Encel caso dado, ¢l mdximo siempre se alcanza en el limite del intervalo
{con x =0 6 x = 1} 0 sea que es igual a l]a mayor de las magnitudes
¥* 6 (1 — y?). Construiremos los graficos de estas funciones (fig. 7.6),
es decir, la proyeccion de la superficie ¢ lx, y) en ¢l plano yOa.
En la fig. 7.6 se muestra la funcién mix (x — y)? con linea gruesa,
X

E : s 1 .
s cvidente que su valor minimo sc logra con y=3 y cs igual

4
En este caso, el valor superior del juego coincide con el valor del
juego v. Efectivamente, el jugador A4 puede emplear la estrategia

01
mixta 5, = en la que los valores extremos x =0 y x = |

1 : ; i
a— En consecuencia, e} valor superior del juego serd f§ =—]—.

ot
2 2
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participan con iguales [recuencias; entonces la ganancia media dcl
jugador A con cualquicr estrategia y del jugador B seri igual a:
1

_2 —1-— —|2
3 +2{1 ¥

Es facil ver que esta magnitud con cualquier valor de y entre 0 y 1

FIG. 7.7

tendrd un valor no menor que T::

i a2, 1 Az b

7Y 5 (=02 g

Asi, con el cmpleo de csta estrategia mixta, el jugador A puede
asegurarse una ganancia igual al valor superior del juego. Esta
estrategia S, cs Optima ya que ¢l valor del juego no puede ser mayor
que el valor superior:

S,=Si

Queda por encontrar la estrategia optima del jugador B.

Es cvidente que si el valor del juego v ¢s igual al valor superior del
juego B, la estrategia optima del jugador B sicmpre serd su estrategia
pura min-miix que asegura cf valor superior del juego. En el caso dado
tal estrategia es y, ='/,. En realidad con esta estrategia haga lo

que haga el jugador A4 su ganancia no scri mayor de —‘: Eso se deduce
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de la evidente desigualdad:

LV i i I o e
( ——2“) = x{x l}+4~'-<, 4

Ejemplo 2. La parte A (“nosotros”) dispara al avion B del
enemigo. Para evadirse del ataque el enemigo puede manicbrar

//Z’;’I/;

FIG. 7.8 F1G. 7.9

con cierta sobrecarga y, a la que ¢l, segin su voluntad, pucde dar
valores desde y =0 {movimiento rectilineo) hasta y = yp,, (vuclo
en circunferencia de curvatura maxima). Consideraremos que y;, €s
la unidad de medida, o sea haremos y,, = I.

En la lucha con el enemigo podemos emplear un aparato de
precision, basado en una u otra hipétesis del movimiento del objetivo
durante el tiempo de vuclo del proyectil. La sobrecarga x en
esta maniobra hipotética se puede suponer igual a cualquier valor
entre 0 y 1.

Nuestra tarea es derribar al enemigo; la tarca dcl enemigo cs
permanecer incélume, La probabilidad de alcanzarle para los datos
x e y se expresa aproximadamente con la férmula

i ek
a{x, yb=pe kb=,

donde y es la sobrecarga empleada por el cnemigo; x, la sobrecarga
que sc ticne cn cuenta cn el aparato de precision.
Hay que determinar la estrategia ¢ptima de las dos partes.
Resolucidn. Es evidente que la solucidn del juego no cambiard
si suponemos p=1. La funcién de la ganancia a(x, y) se
representa por la superficie que aparece en la fig. 7.7. Esta es una
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superficic cilindrica cuyas gencratrices son paralelas a la bisectriz
del dngulo xQy de los ejes coordenados y la interseccion con un
plane perpendicular a la generatriz cs una curva del tipo de la curva
normal de distribucién,

Empleando la interpretacién geométrica del valor inferior y supe-
rior del juego propuesta anteriormente, encontramos B = 1 (fig. 7.8)

ik
ya=e * (ig. 1.9)

El juego no tienc punio de silla; se ticne que buscar la solucion
en ¢l terreno de las estrategias mixtas. El problema en cierto grado

a(x)

I
I
|
1
1
|
L

1
1
|
I
-
4

7] Xn y? j=e |1 x

FiG. 7.10

es andlogo al problema del ejemplo anterior. En cfecto, cuando
los vatores de k son pequeiios, 1a funcién e-*tx-»' s¢c comporta apro-
ximadamente como la funcién —(x ~ y)* y la solucion del juego
s¢ obtendrd si se cambian los papeles de los jugadores A y B en la
solucién del cjemplo anterior. O sca, nuestra estrategia Optima

serd la estrategia pura x = -,‘]!- y la estrategia Optima del adversario

01

i
2 2
consistirdd en ¢l empleo de las cstrategias extremas y=0¢ y =1
con las mismas frecuencias. Eso quicre decic que en todos los casos
tenemos que cmplear una mira calculada para una sobrecarga

Sh=

1 g . "
x==y ¢l encmigo no debe hacer en la mitad de los casos ninguna
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maniobra y en la otra mitad debe realizar la mdxima mani-
obra pdsible.

Es fdcil mostrar que esta solucion serd jusia para los valores
k < 2. Efcctivamente, la ganancia media con la estrategia del adver-
sario

1

1)
2

SB=

wf— o

y con nuestra estratcgia, x se¢ expresa mcdiante la funcion

) [\] = —; (l" L U .\l").

i i 1
la cual para los valores k < 2 tiene un miximo cuando x = 3% que es

igual al valor inferior del juego o En consccuencia, el empleo de la
estrategia S; Je asegurard al cnemigo una pérdida no mayor de o,
de donde se ve que o, el valor inferior del juego, es también el valor
del jucgo v.

Al ser k> 2 la funcién «(x) tiene dos mdximos (fig. 7.10} colo-

o . |
cados simétricamente con relacion a X=- en los puntos Xp

y | — xg; ademds, cl valor de xo depende de k.

Evidentemente, con k = 2xg =1 — Xg =—l; al aumentar k los

2

puntos x, y 1 — xg se separan acercandose a los puntos cxtremos
(0 y 1). Por lo tanto la solucion del juego dependerd de k. Darcmos
un valor concreto a k, por ejemplo k = 3, y encontraremos la solucién
del jucgo; para ello calcularemos la abscisa x, mdxima de la curva
a(x). v

Jgualando a cero la derivada de la funcién a(x) escribimos la
ccuacion para el cdlculo de xg

xe—.l.\" o “ e x_)eujll -~v<|‘l

Esta ecuacion tiene tres raices: X = —é» (en donde se llega al minimo)

y Xg | — X, en donde se alcanzan los mdximos. Resolviendo la
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ecuacion en forma numérica cncontramos aproximadamente
Xg = 0,0?‘
I - Xo = 0,93.

Demostremos que en el caso dado la solucion det juego serd
el par de estrategias siguientes:

| —x
* o &
S_4=' _l__ _]_ "
2 2
0 1
=
L LT
2

. * . . .
Con nuestra estrategia S, y la estrategia del adversario y, la ganancia
media serd
t
a, (}-‘] et __i_ o= 007 — i o= 3093 -yt |

Encontremos el minimo de a, (y) con 0 <y < L. La funcién a, (y)

es simélrica con relacion a y rz-;— y puede tener solo uno o dos

maximos; su minimo, en todo caso, se alcanza en ¢l punto medio
del segmento (0, 1), o bien ¢n sus limites. Suponiendo y =0{o y = 1)
calcularemos

a{0) = ey (1) = —; (e-3-007 4 ¢=3.09%) = 0,530,

Suponiendo que y =l2 tendremos

a, (é_) - e=3-04% w 0,574,
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que es mayor que a, (0); por lo tanto el valor del juego es no menor
que a, (0):

A T =M=y
v?%(e e ’):0,530.

Ahora supongamos que el adversario empléa la estrategia =S_; ¥ Noso-
tros la estrategia x. Entonces la ganancia media serd

dy (x) = % (e‘ N "'")‘ (72)

Pero clegimos Xg precisamente tal que con x =X, sc consiga cl
miximo de la expresion (7.2); en consecuencia,

(9 < —;-(r.'-l‘% + =311 - xa) = 0,530,
o sea que ¢l enemigo, al emplear la estrategia S; puede impedir
una pérdida mayor que 0,53q; por*lo tanto v = 0,530 ¢s ¢! valor
del jucgo y las estratcgias S, y S dan la solucién. Esto quiere
decir que debemos emplear con igual frecuencia punterias con
x=007 y x=093 y el enemigo debe con igual frecuencia no
maniobrar y maniobrar con la sobrecarga mdxima.
Observaremos que la ganancia v = 0,530 es visiblemente mayor
que el valor inferior del juego
it
4

=e 4= ¢~ W5=0472
lo que podemos ascgurarnos empleando nucsira estrategia méx-
-min xg =l.

Uno de los procedimicntos prdcticos para resolver juegos infi-
nitos es su aproximacién a los finitos. Entonces convencionalmente
se relinen en una estrategia un grupo completo de posibles estrategias
de cada jugador. De esta forma, por supuesto, soio puedc obtenerse
una solucion aproximada del juego, pero en la mayoria de los casos
no es necesaria una solucion exacta.

No obstante, hay que tener en cuenta que al emplear este procedi-
miento pueden aparecer soluciones en el terreno de las estrategias
mixtas, incluso en aguellos casos en que es posible una solucion del
juego infinito inicial en estrategias puras, o sea cuando el juego
infinito tiene punto de silla. Si después de la reduccion de un juego
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infinito a uno finito se obtienec upa estrategia mixta cn la que
participan sélo dos estrategias “atiles™ vecinas, tendrd sentido hacer
fa prueba de emplear una estrategia pura intermedia entre cllas
del juego infinito inicial.

Para concluir, sciialaremos que los jucgos infinitos, a difcrencia
de los finitos, pueden también no tener solucion. Veamos un
cjemplo de un juego infinito sin solucion. Dos jugadores dicen cada
uno cualquier ntimero entero. El que ha nombrado el nimero
mayor recibe del otro | rublo. Si los dos han dicho ¢l mismo mimero,
el juego termina empatado. Es evidentc que este juego no puede
tener solucion. Sin embargo, existen clases dc juegos infinitos
para los cuales, a ciencia cierta, se sabe de antemano que existen
soluciones. En particular, se puede demostrar que si cn un juego
infinito las posibles estrategins x ¢ v de los jugadores A y B
cubren eo forma continua cierto segmento y la funcién de la
ganancia « (x, y)} es continua, sicmpre cxiste la solucion del juego
(en estrategias puras o mixtas).
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